Zaznam o ustni zkousce z pfedmétu 01ANB3
(akademicky skolni rok 2023/2024)

Pfijmeni a jméno studenta Finalni hodnoceni Datum

L] | 12024

vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

1.

e 1. Definujte pojmy:
- mocninn fada a jeji obor konvergence
- metrika generovand normou
— tiidy funkci Qg a Q, ptislugné operatoru L a jejich zakladni vlastnosti

e 2. Dokazte, ze ma-li funkce f(Z) : E” — R na jistém okoli (@) bodu a gradient,
ktery je na U(d) omezeny, pak f(Z) je v bodé @ spojitd. Kde se v diikazu uziva véta o
ekvivalentnich metrikdch?

e 3. Vyslovte a dokaZzte vétu o ekvivalentnosti konvergence posloupnosti ve dvou rtiz-
nych Hilbertovych prostorech.

e 4. Vyslovte a komentujte véty o zdménnosti smiSenych parcidlnich derivacich.
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(akademicky skolni rok 2023/2024)

Pfijmeni a jméno studenta Finalni hodnoceni Datum

L] | 12024

vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

2.

e 1. Definujte pojmy:

- diferenciédlni rovnice se separovanymi proménnymi
- jacobidn vektorové funkce
- symboly C(A) aCy(A), kde AC R

— analyti¢nost funkce vice proménnych
e 2.Vyslovte a dokaZte vétu o nutné podmince pro stejnomérnou konvergenci fad funkci.
e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o poc¢tu limit posloupnosti v obecném metrickém prostoru.

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o metrice generované normou.
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(akademicky skolni rok 2023/2024)

Pfijmeni a jméno studenta Finalni hodnoceni Datum

L] | 12024

vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

3.

e 1. Definujte pojmy:
- posloupnost funkci a jeji limita
— exaktni diferencidlni rovnice

- norma generovana skaldrnim sou¢inem
e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o integra¢nim faktoru.

e 3. Vyslovte vétu o polomérech konvergence mocninnychfad > | ap,z™ad - (anz™)’.
Tvrzeni dokaZte na zdkladé pfedpokladu, ktery vystupuje ve vété o vypoctu poloméru
konvergence mocninné fady.

e 4.Vyslovte a dokaZte vétu o zaméné limity lim,_,. a sumy ve vyrazelim, . > .-, gn(2).
Jak je mozno zeslabit pfedpoklady véty, pokud se chystaime zaménit operace ve vyraze
limg e, 220:1 gn(x)?
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Pfijmeni a jméno studenta

Finalni hodnoceni Datum

L] | 12024

vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

4.
e 1. Definujte pojmy:
— obor konvergence posloupnosti funkci

- homogenni diferencidlni rovnice

- cauchyovska posloupnost prvka v mnoziné

e 2. Vyslovte a dokazte Taylorovu vétu (o koeficientech Taylorovy fady) pro funkci
jedné proménné. Soustfedte se zejména na opravnénost zamény sumy a derivace.

e 3.Dokazte, Ze existuje-li v bodé @ totalni diferencidl funkce f(Z), pakje funkce v tomto
bodé spojita.

[]
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L] | 12024

vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

5.

e 1. Definujte pojmy:

— bodové a stejnomérnd konvergence posloupnosti funkci (rozdil podrobné vy-
svétlete pomoci obrazku)

— wronskidn
- okolf a redukované okoli bodu pfi zadané metrice

- konvergence podle normy

o 2.Vyslovte a dokaZte vétu o spojitosti souc¢tu mocninné fady na intervalu konvergence.
Ktera véta toto tvrzeni rozsituje?

e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o vztahu cauchyovské a konvergentni posloupnosti.

e 4. Vyslovte a dokazte vétu o kvadratické formé druhého totdlniho diferenciélu.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

6.

e 1. Definujte pojmy:
- fada funkci a jeji soucet
- linearni diferencialn{ rovnice s konstantnimi koeficienty
— vnitfni bod mnoziny
e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o FeSeni exaktni diferencidlni rovnice.

e 3. Rozborem vztahu 5 )

g, 5
—=(a@) = = (grad g(a@)|5)
95 151l

analyzujte, jakou geometrickou vlastnost gradient reprezentuje.

e 4. Dokazte (pouze na zdkladé definic), Ze parcidlni derivace je specidlnim p¥ipadem

derivace smérové. Pokuste se vyslovit (a dokdzat) co nejobecnéjsi tvar tvrzeni.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

e 1. Definujte pojmy:

7.

- bodové a stejnomérna konvergence fady funkci

— A-skalarni soucin

— charakteristicky polynom linearni diferencialni rovnice

- hromadny a izolovany bod mnoZiny

vz

e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o snizeni fddu diferencidlni rovnice.

e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o zdmeéné limity a sumy.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

e 1. Definujte pojmy:
— majorantni fada funkci

- fundamentalni systém feSeni diferencidlni rovnice

- tprava defini¢niho vztahu pro Taylorovu fadu funkce vice proménnych do tvaru
s totdlnimi difererencialy

- jedno a vicerozmérnd Heavisideova funkce
e 2. Vyslovte a dokaZzte vétu o spojitosti limitni funkce u posloupnosti funkci.

e 3. Vyslovte a komentujte Abelovo a Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konver-
genci funkénich fad.

e 4. Vyslovte a dokazte zdkladni vétu teorie diferencidlnich rovnic (o dimenzi ). Vy-
svétlete, proc je tato véta nejdiilezitéjsi teoretickou vétou celé teorie. Tu ¢ast ditkazu,
ve které se prokazuje, Ze kazdd Cauchyova tiloha ma feSeni, neprovadéjte. Provedte
jen zbylé dvé ¢asti dliikazu.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

9.

e 1. Definujte pojmy:
- gradient funkce vice proménnych
— Eulerova diferencidlni rovnice
- tuplny metricky prostor (pfiklady a protipfiklady)
e 2. Provedte klasifikaci nelinedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu.

e 3. Z definice odvodte tvar druhého totdlniho diferencidlu funkce f(Z) : E" — R v
bodé a. Prezentujte detaily vypoctu a poté se pokuste ziskany vysledek pfevést do
elegantniho tvaru.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o podprostoru
[eozm e 2 _ax xk—Qeaz k—1 am}
’ A

,x7e®r .., , T Te

prostoru vSech feSeni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

10.

e 1. Definujte pojmy:
— polomér konvergence mocninné fady
- vzdalenost dvou mnozin (pfi dané metrice)
- hrani¢ni bod mnoziny

e 2.Dokazte vétu o tvaru partikularniho feSeni diferencidlni rovnice s konstantnimi koe-
ficienty s polynomickou pravou stranou.

e 3. Vyslovte a dokaZzte Bolzano-Cauchyovu podminku pro stejnomérnou konvergenci
posloupnosti funkci.

e 4. Vyslovte a dokazte Abelovu vétu o spojitosti souctové funkce v krajnich bodech
oboru konvergence.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

11.

e 1. Definujte pojmy:

Taylorova fada funkce

parcidlni derivace a parcidlni derivace vyssiho fadu

oteviend a uzaviena mnozina

operator pfipoustéjici trividlni snizeni fadu

e 2. Vyslovte a dokaZte srovndvaci kritérium pro stejnomérnou konvergenci fad funkci
a vysvétlete, proc je Weierstrassovo kritérium jeho specidlnim pfipadem.

e 3. Vyslovte a dokazte Heineovu vétu pro spojitost.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o spojitosti skalarniho soucinu.
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(akademicky skolni rok 2023/2024)
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

e 1. Definujte pojmy:
- parcidlni derivace ve sméru

- sklddani dvou vektorovych funkci (vysvétlete princip a diskutujte detaily)

- derivace mnoziny
e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o metodé variace konstant.

e 3. Popiste postup pii praktické aplikaci metody variace konstant. Odkud je tento po-
stup odvozen?

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o zdméné sumy a integralu pro fady funkci.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

e 1. Definujte pojmy:
— souvisld mnozina
— vektor funkci a jeho Jacobiova matice

- limita funkce vice proménnych

o 2. DokaZte vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni Cauchyovy tlohy pro diferencialni
rovnici s nenulovou pravou stranou.

e 3. Dokazte jedno vami vybrané tvrzeni. Bud

(a,b)

Fal@) = f@) = fule) = f(2),
nebo
Q (a,b)
Fo@) S f2) = fula) = f),

Na zavér jesté doplitte, co pfedstavuje symbol €, tj. o konvergenci na jaké mnoZiné/prostoru
se jednd. Pozn. — je symbol konvergence podle normy. Neopomerite oba druhy kon-
vergence definovat.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o pFirtistku.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

14.

e 1. Definujte pojmy:

— totélni diferencial funkce vice proménnych
- definini¢ni obor a obor hodnot funkce vice proménnych

— metrika (obecné)

- graf funkce g(Z) : E" — R ajeho vrstevnice

e 2. Odvodte feSeni rovnice se separovatelnymi proménnymi aplikaci obecného feSeni
exaktni diferencidlni rovnice.

e 3. Vyslovte a dokaZzte Abelovo lemma.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o vzorci pro vypocet smérové parcidlni derivace.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

15.

e 1. Definujte pojmy:

- prehilbertovské prostory funkci
- vzdalenost bodu od mnoziny pfi zadané metrice

- vyznam symbolu C™(G)
e 2. Dokazte, Ze pfedpis
b
[ @y ar

zadavéa na prostoru spojitych funkci na intervalu (a, b) skaldrni soucin. Jaké pfedpo-
klady kladete na pevné zvolenou vdhu w(z)?

e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o obecném tvaru feSeni linearni diferencidlni rovnice.
Yy

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o vypoctu poloméru konvergence mocninné fady.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

16.

e 1. Definujte pojmy:

— spojitost funkce vice proménnych
- ekvivalentni normy

- Hilberttiv prostor

e 2. Vyslovte a dokazte zdkladni vétu teorie mocninnych fad (o stejnomérné konver-
genci).

e 3. Vyslovte a dokaZte Schwarzovu-Cauchyovu-Buniakovského nerovnost.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o funkci a kompaktni mnoziné.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

17.

e 1. Definujte pojmy:

- Cauchyova tloha pro linedrni diferencialni rovnici
— oblast a kompakini mnoZzina

— Hessova matice a jeji vlastnosti

e 2. Vyslovte a dokaZzte Bolzano-Cauchyovu podminku pro stejnomérnou konvergenci
fad funkci.

o 3. Dokazte vétu o tvaru koeficienttl totdlniho diferencidlu funkce vice proménnych.
e 4. Pro¢ predpis
b
[ f@lgtoyas
a

nezadava na prostoru po ¢astech spojitych funkci na intervalu (a, b) skaldrni soucin?
Vyslovte také definici po ¢astech spojité funkce.
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

18.

1. Definujte pojmy:

Vv,

— totalni diferencialy vyssich fadt (defini¢ni vztah a jeho rozbor) — podrobné vy-
svétlete rekurentni povahu této definice

- op—metrika

- fetézové pravidlo pro derivovani slozené funkce vice proménnych
2. Vyslovte a dokazte vétu o zdméné limity a integralu u posloupnosti funkci.
3. Vyslovte ndvod na feSeni Eulerovy diferencidlni rovnice.

4. Dokazte, Ze predpis
[fllo = max |f(x)]
z€(a,b)

zaddva normuna V = C((a,b)).
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

19.

e 1. Definujte pojmy:

— Bernoulliho diferencidlni rovnice (a metoda jejtho feSent)
— skokovéa metrika a jeji okoli

— parcialni limita funkce vice proménnych
e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o zavislych funkcich a jejich wronskidnu.

e 3. Dokazte: Necht funkce f(Z) : E” — R ma na jistém okoli bodu @ € E" derivaci,
kterd je na tomto okoli spojita. Pak ma v bod€ @ totalni diferencidl.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o vzoru oteviené mnoziny.
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20.

e 1. Definujte pojmy:

- zlZeni a rozsifeni feSeni diferencidlni rovnice — Pro¢ se tyto dva pojmy v teorii
zavadéji?

te¢na rovina ke grafu funkce

o—metrika a jejf okoli

oddélené a disjunktni mnoZiny
e 2. Vyslovte a dokazte Weierstrassovo kritérium.

e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o Jacobiho matici sloZené vektorové funkce. Skldddni (a
jeho symboliku) precizné zavedte.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

21.

e 1. Definujte pojmy:
- skaldrni soucin na prostoru C({(a, b))
— sitova metrika

- diferencidlni rovnice f(z,y) + g(x,y)y’ = 0 a jeji formalni FeSeni (Jakym zpftiso-
bem byl odvozen jeho tvar? Podrobné rozeberte!)

e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o principu superpozice.
e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o obrazu souvislé mnoziny.

e 4. Vyslovte a dokaZte vétu o nezavislych funkcich a jejich wronskianu.

[]
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22.

e 1. Definujte pojmy:

— linedrni diferencidlni rovnice ¥adu n
- tvar okoli p¥i metrice p(Z,9) = > . [|z; — yil]

— norma

e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o podprostoru

[l,x,:cQ, R zkfl]/\

prostoru vSech FeSeni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty.

e 3. Vyslovte a dokaZte Heineho vétu pro limitu funkce vice proménnych

[]
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23.

e 1. Definujte pojmy:

- limita funkce vice proménnych vzhledem k mnoZiné

- skalédrni soucin na prostoru Cy({a, +0))

— thel vektorti v prehilbertovském prostoru {V, (.|.)}

e 2. Dokazte, Ze pro mnozinu o kone¢ném poctu prvka implikuje bodova konvergence

posloupnosti konvergenci stejnomérnou.

e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o normeé generované skaldrnim soucinem.

e 4. Vyslovte a komentujte vétu o zdméné derivace a limity pro posloupnosti funkci.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

24.

e 1. Definujte pojmy:

- diferencidlni operéator fadu n a jeho vlastnosti
- spojitost funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné

- skaldrni soucin
e 2. Vyslovte a dokaZte supremadlni kritérium pro posloupnosti funkci.

e 3. Dokazte elementérni vlastnost operétoru L. Zformulujte p¥islugny diisledek o pro-
storech Qg a .

e 4. Vyslovte a dokaZzte vétu o zdméné sumy a derivace pro fady funkci.
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25.

e 1. Definujte pojmy:
— skaldrni soucin na prostoru Cy(R)
— trividlni metrika

— Taylorova fada funkce vice proménnych

o 2.Dokazte vétu o tvaru partikularntho feSeni diferencidlni rovnice s konstantnimi koe-
ficienty s pravou stranou rovnou vyrazu P(x)e®”, kde P(z) je polynom.

e 3. Vyslovte a dokaZte vétu o spojitosti souctu fady funkci.

[]
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vypliite prvni dvé kolonky a pripravu provedte primo do tohoto dokumentu

26.

e 1. Definujte pojmy:
- Taylorovy koeficienty funkce jedné a funkce vice proménnych

- konvergence posloupnosti prvki v metrickém prostoru

- obraz a vzor mnoziny p¥i zobrazeni ¢(¥) : E" - R

e 2. Vyslovte a dokaZte vétu o koeficientech Taylorovy fady funkce vice proménnych

e 3. Vyslovte Pythagorovu vétu a rovnobéZznikovou rovnost. Obé dokaZte.

e 4. Vyslovte a komentujte vétu o fundamentalnim systému rovnice s konstantnimi koe-

ficienty.




Neopomerite si pfipomenout zakladni pojmy z pfedeslych semestri. Specielné pro-
studujte nize uvedené pojmy, véty a postupy.

1. limita, spojitost a derivace funkce jedné proménné (definice a vztahy)
. vektorovy prostor, jeho baze a dimenze

. podprostor vektorového prostoru

. vlastni ¢isla matic, spektrum

. jadro operétoru

. linedrni varieta a jeji zaméfeni

. ortogondlni doplnék podprostoru V do prostoru W

. monom a centrovany monom

O 00 NN O O ke WwWN

. kartézsky soucin A x B obecnych mnoZzin

—_
o

. bilinedrni forma, jeji maticovy zépis a jeji vlastnosti

—_
—_

. kvadraticka forma, jeji maticovy zapis a nékteré vlastnosti

—_
N

. signatura kvadratické formy

—_
@

. kladny, zaporny a nulovy index setrvacnosti

—_
S

. typy definitnosti kvadratickych forem

—_
Q1

. Sylvesterovo kritérium

—_
(o)

. limita a spojitost funkce jedné proménné

—_
N

. derivace funkce jedné proménné

—_
o

. Lagrangeova véta o pfirtistku




