Zkou$kova pisemna prace €. 1 z pfedmétu O1MAB3
14. ledna 2016, 9:00 — 11:00

© (13 bodd)
Pro kvadratickou plochu
X —dxy +5y° +2xz+2yz+ 1022 + 2y + 4z =13
urCete hlavni a vedlejsi signaturu a normdlni tvar v¢€etné afinni transformace
6,y 2" =M(a,b,0)" + (r,5,0)",

ktera ji na tento tvar prevadi. Jaky je ndzev této kvadriky? Pokud je kvadrika centrdlni, urCete jeji stied.

ResSeni:
e Prevod kvadratické formy na Ctverec

q(x,y,2) :x2—4xy+5y2+2xz+2yz+ 107 = (x—2y+z)2+6yz+y2+9z2

2 2
:{x—2y+z] +{y+3z] :§2+172+0-/12//
N—— e’ ~——
¢ n

e Transformace ma tedy tvar (pozor na sprdvné doplnéni na reguldrni matici)

) = B w

e Dosadime do Q:
0y =+ +2(—=30) +41-3 =+’ + 2 =21 -3 :0.\/
e Nalezneme posunuti druhym pfevodem na Ctverec
E+m+1P¥-21+2)=0.

cvr-2=0. [
() ’

e Normadlni tvar tedy je

e Posunuti Ize vyjadrit jako

takZe pro transformaci mezi (x, y, 2t a(a,b,c)t plati

W

R e HE A

e Rozsitend kvadratickd forma je (vychazime z normdlniho tvaru Q)
go(a,b,c,d) =a*> +b* = 2cd = a* + b* + o - 3° \/

kde v poslednim kroku byla k pfevodu na Ctverec pouzita substituce —2¢ = @ + 8, d = a — 5. Pro
signatury tedy plati
SG(Q) =@, l,i)/, sg(Q) = (2,0, 1‘7

e Jde o elipticky paraboloid.
e Kvadrika nenfi centrélni, protoZe v normdlnim tvaru obsahuje lineédrni ¢len. V takovém ptipadé€ neni
soustava As = b nikdy fesitelna: rank (A|b) > rank A. \/



Zkou$kova pisemna prace €. 1 z pfedmétu O1MAB3
14. ledna 2016, 9:00 — 11:00

© (10 bodt)

Rozhodnéte, zda plati rovnost

— > (- 1"“( )lv R.
dx;( : '\/2xz+4n2 Z( : V2x% + 4n? e

Korektné a velmi detailné zdivodnéte!!

ReSeni: Predpokladdme, Ze se nam rovnost podafi dokdzat ovéfenim predpokladi véty o zaméné derivace
a sumy na (omezeném!) intervalu (a, b)

(1) konvergence ptivodni fady alesponl v 1 bod¢ intervalu (a, b)
(2) stejnomérna konvergence fady derivaci na (a, b)

nomérnou konvergenci ovéfime na celém R, bude fungovat i pro libovolny (a, b), z cehoZ plyne moZnost

Potom plvodni fada konverguje stejnomérné na (a, b) a zdménu lze provést Vx € (a,b). Pokud ale stej-
zamény Yx € R. Pozn: Neplyne z toho ale stejnomérna konvergence piivodni fady na celém R. \/

e Plvodni rada skute¢né konverguje napt. v x = 0 z Leibnizova kritéria: argumentace

+00 1
sO) =) (=D o /
n=1

Intervaly (a, b) je tedy nutné volit tak, aby obsahovaly bod 0, tj. napf. tvaru(—c, c).
e Rada derivaci je

_l.yg 400
Zf(x) Z( R o S /

(2x% + 4112)2 ) (2x? + 4n?)2

e PouZijeme Weierstrassovo kritérium - najdeme ¢iselnou majorantu spliujici |f; (x)| < a,V¥n e N\
(odhad clenii posloupnosti, Zddné sumy!). Jednoduchy odhad neni hned moZny, takZe nalezneme
nejlepsi mozny odhad J

2 ’ /
a, = sup (—1)"—x3 = 2sup ;3 =2 sup ;
xeR (2x% + 4n?)? xeR | (2x2 + 4n?)2 xe(0+00) (2x2 + 4112)2
—————
ozn.g,(x) P

kde posledni rovnost plyne z toho, Ze vyraz v abs. hodnoté je lichd funkce
e Funkce g, (x) je diferencovatelnd na celém R a plati pro ni

-9.(0)=0

- lim g,(x) =0 /
X—+00

- g, (x) >0Vx € (0, +c0).

Hodnotou jejiho suprema tedy bude nejvétsi z lokdlnich extrémii na (0, +00).

e Body podezielé z extrému spliuji

D=

3
(2x2 + 4nz)2 - x(2x2 + 4n2) . % - 4x n2 — x2 /
0= g;l ( x) = 3 = -
(222 + 4n?) (222 + 4n2)}
Jediny extrém (a tedy z vlastnosti g, nutné maximum) je v x = n. Proto
2n
x€(0,+00) (2n2 + 4n2)2 6 n?

+o00 +00
e > oa,~ ) n% je zfejmé konvergentr\?{z integralniho kritéria - ale 1ze brat jako fakt), ¢imz je priklad
n=1 n=1

uzavren.
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Naleznéte obecné feSeni diferencidlni rovnice
Xy’ - (5)62 + 4x) y + (6x2 + 10x + 6) y = 0
i diferencidlni rovnice
y" —6y" + 12y — 8y = 0.
Ndpovéda: Rovnice jsou sestavené tak, Ze maji neprazdny prinik fundamentdlnich systémd.

ReSeni:
e Nejprve feSime druhou rovnici. Charakteristicky polynom je
Q) =2 -6+121-8=0 \/
Uhodneme jedno feSeni A = 2 jako délitele konstantniho koeficientu 8. Po vydé€leni dostaneme
5(1):(1—2)-(12—4“4):(4—2)3‘/
e Fundamentalni systém je tedy

FS = {e?", xe™, x’e™} pokud neuvede obecné

/ resSeni, ptlbod dold

a pozadované obecné feSeni je ve tvaru

y(x)= Ae** + Bxe™ + Cx?e*".

e Prvni rovnici fesi funkce v (x) = x’e** (coZ lze ové&fit del§im vypoctem) \U
e Provedeme sniZeni radu:

y (x) = zx%e*

y (x) =7x%e* +z (2x + 2x2) e = (z’x2 +22x% + 2zx) e

Yy’ (x) = (z"x2 +27x+ 2z'x2) e 42 (z'x2 + 272 + 2zx) e

1ze opsat z minulého fadku se zdménou z za z’ 1ze opsat z minulého fadku

+ (27 x + 27 + 4zx) e

derivace 2zxe?*

e Dosadime do rovnice. Neni nutné mnoho psani, pokud se budeme ptat, s jakym koeficientem se
ve vysledné rovnici vyskytuje z’, 7', z. Navic uz rovnou piSeme rovnici vydélenou e**, které nasobi
vSechny €leny a jde o nenulové Eislo.

— koef. u z” je x*x*> = x* (to je nejsnazsi)

— koef.uz je x? (2x +2x% + 2% + 2x) — (S)C2 + 4x) 2 =x2 (4x2 +4x—5x% - 4x) =—x*

vSechny ¢leny ndsobici z’ ve vzorci pro y”’
— koef. uzje x? (4x? + 4x + 2 + 4x) — (522 + 4x) (262 + 2x) + (627 + 10x + 6) x> = 0
(opét lze snadno spoéitat z hlavy bez psani hledanim koeficientu u x*, x*, x2, x, 1)
e Vysledna rovnice tedy je

x4 (ZN _ Z/) — 0,
K Z// _ Z/: 0

o Charakteristicky polynom je £ (1) = A-21=211-1),a tedy 4y = 0,4, = 1 aFS = {1,e*}. Obecné
feSeni v zdvisle proménné 7 je tedy z (x) = C + De", a proto

y(x) = Cx’e* + Dx’e’**; I =R.

pokud neuvede interval I, pGlbod dold
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Naleznéte Maclaurinovu fadu funkce

f@=In(x+ Vi+2)

a jeji obor konvergence. I

ReSeni: Mocninnou fadu lze integrovat ¢len po ¢lenu na vnitiku oboru konvergence \/

|
rol—

e Plati
1 X 1 "\ "3
f’(x):—(1+ ): =(1+x7) .
x+ VI +x2 V1 + 12 V1 + x2 ( )

e Tato funkce je souctem mocninné fady (zobecnéna binomickd véta)

+00 1 \/

+00 1
202
kde t = x*. Obor konvergence této fady je O, = (-1, 1), tj. O, = (-1
dilezité). Integrovanim Clen po ¢lenu pak dostaneme

400 1 1 +00 (2]’[ _ 1)” 1 x2n+1 N C

2 - _ (=1"
f(x)_z(;( )2 e D T T P

S Eyen-D L S =ea=D T
_x+Z 2y C = Z oo T +C /

, {%kraje ale pro nds nejsou

2n)!! 2n+1 o
kde def. (~1)!1=1
(uznat libovolny z téchto tvarit) a tato rovnost plati alespon Vx € (-1, 1).
e Je nutné jeste urcit integracni konstantu C (konst. clen Maclaurinovy fady). V bodé x = 0 plaJ

f(x)=Inl1=0,zcehoz C = 0.
e Absolutni konvergenci v obou krajnich bodech soucasné dokdZeme pomoci Raabeova kritéria:

. il . Cn+ D! Cn)!! 2n+1 . 2n+12n + 1
Iim n(l - = lim n(l - = lim n(l -
Cn+2)"'2n-D!2n+3 n—+00 2n+22n+3

n—+oo

n—+o00 a,
. Cn+2)2n+3)-Cn+1)2n+1) 3

= lim n =—>1.
n—+co 2n+2)2n+3) 2

e Proto je oborem konvergence fady interval
O=(-11). /

Poznamky:
e Cely obor konvergence Ize také vySetfovat az u zintegrované fady. Postup hledéani rozvoje f pomoci

rozvoje f” pak zpétné ospravedliiuje véta o derivaci mocninné fady Clen po ¢lenu
e Presné vzato, pouZitim véty o integraci ¢len po ¢lenu jsme ukdzali, Ze soucet zintegrované fady je

roven f pouze na (—1, 1). Rovnost souctu fady a funkce f 1 pro |x| = 1 plyne ze spojitosti f v téchto

bodech.
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Predstavte si, Ze cestujete po prostoru spojitych funkei C ({0, 1)), kde je definovan skalarni soucin

1
<f|g>=ff<x>g<x)dx Vg€ C(0,2)),
0

ktery indukuje (generuje) pfisluSnou normu a metriku. Chcete se dostat z bodu 6 do bodu 4 a na mapé
zjistite, ze miZete cestovat bud’ pres f, nebo pres g. Pfitom Vx € (0, 1) plati

6(x) =0,
h(x) = x*,
fx)=x+1,
g(x) =2x.

Ktera z téchto dvou cest je kratsi?

Reseni:
e Délka cesty pres f je |[f — 0| + ||h — f|, délka cesty pres g je |lg — 0| + ||k — gl|. \// uvédomi si,
e Piitom plati co pocitame

ILf =0l +[1h = £l

1 1
f(x+l)2dx+ f(x2—x—1)2dx N

0 0 J\/

7 41 za sestaveni
\/;Jr \/% F spravnych

integrall

+
za jejich
vypocet *

1 1
lg = 61l + 1k — gl = f (2P dx + f (2 — 202 dx
0 0 \/\/
-
3 15 y

o Kratsi cesta tedy vede pres bod g. J vysledek
s ® Integrély lze piimo vypocitat, nebo si 1ze uvédomit nasledujici nerovnosti, které plati na intervalu
0, 1):
— x+1 > 2x, tj. diky vlastnostem druhé mocniny i odmocniny (jsou to rostouci funkce pro kladny
argument) a vété o nerovnosti integralti musi platit i

1 1
f (x+ 1)*dx > f (2x)* dx.
J\/ < 0 0
2

2
— Stejné tak x*>—x—1 < x?>—2x, ale zde jsou ob& hodnoty zdporné. Proto (x2 -x- 1) > (x2 - 2x)

atedyi
i 1
f(xz —x-1)7dx> f()c2 —2x)*dx.
0 0

N\ *) nebo 2 body za jiny zplsob zdlvodnéni nerovnosti
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Sestavte mocninnou fadu, jejiZz soucet je roven integralu

X

-
I(x)= f p dr

0

a urCete jeji obor konvergence O. Dale rozhodnéte, zda uvedena fada stejnomérné konverguje na O. Velmi
peclivé zdivodnéte vSechny kroky.

ResSeni:
e Vyjdeme ze znalosti MacLaurinova rozvoje funkce

e 7 toho postupné

t2n
e—t2 _ Z( 1) .
+o0o tzn
2
l—e" = Z(—Dﬂ—l -, 1b ..
n! o v
n=1 zduvodneéni

1 - —£ . 2n—-2 . 20
tle :Z( = Z( (n+ 1! /

n=0
e Oborem konvergence posledni rady je R. Jako mocninnd fada konverguje tedy stejnomérné na inter-
valu (0, x), resp. (x, 0) pro kazdé x € R. PouZijeme tedy vétu o integraci stejnomérn¢ konvergentni
fady Clen po Clenu (v. 2.2.20 str. 46 ve skriptech verze 2014) a pro kazdé konkrétni x > O (a taktéZ i
pro x < 0 s pouzitim konvence fa b= fba) dostaneme

B 1_e—t2 ~ +00 (_l)n zn ( l)n
I(x) = f 3 dr = 2iGn+ 1)1 ‘7/ 4 (n+ 1))

0

X +00
t2n+]

(_ 1 )n x2n+]

o L+ D2+ 1

2n+ 1

e Tato rovnost podle vyse uvedené vety plati Vx € R, a tedy Ize okamzité fici O = R. Pro kontrolu
1ze vypocitat obor konvergence rucne:

n 2n+1 f n 2n B n n z toho
D" x . -D" x . D" "y 2. 1b za lib.
— (n+D!2n+1 “(n+D!2n+1 “(n+1D!2n+ 1 ‘/ zdGvodnéni
D!2n+1
L,= lim (n+ D!2n + =0 = R, =+ :>O R = O=R. \/

n—+eo (n+2)! 2n + 3
e OvSem fada na R nekonverguje stejnomérné. Neni splnéna ani nutnd podminka konvergence

R
Jn(x) 20,

(_1)n x2n
n = —O = .
T = S 2+ 1 oo

protoze
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Nacrtnéte mnozinu M C (Rz, pz) zadanou predpisem M = (A U B) \ (A N B), kde

A=(-1,1)x(0,2), B= {(x,2x2) eR|xe R}.
Poté nacrtnéte a pomoci matematickych formuli (tj. podobné jako v definici samotné M) popiste mnoZiny
C=M",D=M,E = der (MO), F = (der (M))°. Nakonec najdéte predpis pro metriku y (x, y) tak, aby
Us((0,1)) = F.

Pokyny k ndcrtkiim: Nakreslete osy soufadné soustavy. Plnou ¢arou vyznacte hranici mnoziny, kterd do ni
patii, pferuSovanou Carou hranici, kterd do ni nepatii. Kde je to potfebné, vyznacte plnym koleCkem bod,
ktery do mnoZiny patii, praizdnym koleCkem bod, ktery do ni nepatii. Plochu patfici do mnoZiny vysrafujte.

ReSeni:
e MnozZiny M, C, D, E, F jsou zobrazeny na nasledujicim nacrtku:

:Lw / / /

v N VY

e Matematicky z4pis je napf.
C=M"=(-1,1)x(0,2)\B, \/
D=M=(-1,1)x(0,2) U B,

E = der(M°) = (~1.1) x (0,2), L/
F = (der (M)’ = (=1, 1) x (0, 2).)
e 7 definice okoli mame
WUs ((0,1)) = { (1, %) € R?|y ((x1,x2), (0, 1) < 5}

a ma4 platit
KUs((0, 1) =(=1,1) x(0,2),

tj.
WUs (0, 1) = {(x1,x) € B[l < 1Ay = 1] < 1.
Toto Ize prepsat do tvaru
WUs (0, 1) = {(x1,x2) € R max {5, — 0], 5|x — 1]} < 5.
e Srovnanim s definici okoli ndm vychazi metrika

x (x,y) = max{S|x; —yi1l,5|x2 — yol} z toho 1b za néjaké
\ rozumné
zdGvodnéni
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Pro kvadratickou plochu
XA 1224+6x2-5-2y+ 1722 +4x+ 2> —2xy =0

v prostoru R? stanovte hlavni a vedlejsi signaturu, normaln{ tvar a nazev. Najdéte vektory ptislusné poldrni
baze. Rozhodnéte, zda jde o plochu centrdlni a pokud ano, pfislusny stfed vypocitejte.
Pozndmka: Numerické chyby se v tomto piikladé netoleruji!

ReSeni:
e Prevod kvadratické formy na Ctverec

q(x,y,2) = X + 2> + 1777 + 6x7 — 2xy = (x — y + 32)* + y* + 82> + 6yz

2 2
=|lx—y+3z| +|y+3z| - 22422
{x Y Z] [y Z] j &+
13 n

e Transformace ma tedy tvar

G ) = L 2y

| —
M

e Dosadime do Q:
QU )=+ - +4E+n-61)-21n-3)+121-5 ‘/
=E 4 - +4E+2-61-5=0

e Nalezneme posunuti druhym prevodem na Ctverec

2 2 2
D =1&E+2]| +|n+1]|] —|A+3] -1=0
Q& n A [f ] (n ] [ ]
a b ¢
e Normédlni tvar tedy je
Q(a,b,c)=a*+b*-c*-1=0.
e Rozs$itend kvadratickd forma je (vychdzime z normalniho tvaru Q)

go(a,b,c,d)=a* +b* - —d*

SG(Q) = (2,2,34 . sg(0Q) = (2, 1,(0/

e Jde o jednodilny hyperboliod.
e Vektory polarni baze jsou sloupce matice M, tj. polarni baze je /

Bp = {(1,0,0)",(1,1,0)",(-6,-3,D)"}.

e Stied s je feSenim soustavy As = b, v naSem piipadé

1 -1 3 S -2
-1 2 0 s = 1 1, za lib. zplsob
3 0 17 )\ s -6 nalezeni stredu

z &ehoz s = (15,8, -3)". Stfed Ize ale vypocitat i z normélniho tvaru, kde A = diag (1,1,-1),b = 0,
z ¢ehoz Syom = (ay, by, cg) = 0. Nasledné prejdeme posunutim nejprve k proménnym (&;, ns./ls)T =
0 + (-2,-1,-3)" a nakonec transformaci s = M (&, ns./ls)T dojdeme ke stejnému vysledku.

Pro signatury tedy plati
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Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice
Xy =2x(1+x)y +2(1 +x)y = 8x°e™.

Ndpovéda: Muzete pouZzit fakt, Ze prisluSnou rovnici s nulovou pravou stranou fesi funkce v (x) = x.

ReSeni:
e Provedeme snizeni fadu substituci y (x) = v (x) z (x), tj.

y(x) = zx.

y (x)=7Zx+z ‘/
y'(x)=7"x+27.

e Dosadime do rovnice. Neni nutné mnoho psani, pokud se budeme ptat, s jakym koeficientem se ve
vysledné rovnici vyskytuje 7”7, 7/, z.
— koef. u z” je x*x = x° (to je nejsnazsi),
— koef.uz je x*-2—2x(1 +x)-x=-2x°,
— koef.uzje 2x(1+x)+2(1+x)x=0.

e Vysledna rovnice tedy je
x3 (Z// _ 22/) — 8x362x, J\/
ZII _ 2Z/: 862x.

e Rovnici Ize vyfesit rovnou jako LDR s konst. koef. a specidlnim tvarem pravé strany:
— Charakteristicky polynom je £ (1) = 22 =21 = A(1 - 2).
— Jeho koreny jsou 4; =0, 2, = 2.
- FS = {1,e*},
— Partikuldrni feSeni hleddme dle prisluSné véty ve tvaru z, (x) = P (x) x*ef* = axe?* kde a pied-
stavuje polynom stupné nula a k = 1 je ndsobnost ¢isla g = 2 jakoZto kofene charakteristického

polynomu.
— Zderivujeme: z;, =a(l+2x)e*, z’p’ = 4a (1 + x) e** a po dosazen{ do rovnice dostdvdme a = 4.
— Obecné feseni ma tedy tvar

z(x) = C + De™ + 4xe™,
y (x)= Cx + Dxe** + 4x°e*, I=R.

e [ ze také skutecné snizit rad a reSeni hledat pomoci integracniho faktoru:

— Def. w = 7 a mdme rovnici w’ — 2w = 8e**. + az 5 bodl
— Integragni faktor je "™ kde P (x) = [ p(x)dx = -2x. za libovolny
— Vyndsobime tedy e >* a dostaneme (we‘z"), =8. zpUsob reseni
— Zintegrujeme we™>* = 8x + A a ziskdme az po z(x)=...

w(x) = 8xe** + Ae**.

— Znovu zintegrujeme

z(x):fw(x)dx:Afez"dx+8fxe2"dx:

A A
= Eez" +4xe> — 4 fez"dx = (5 - 2) e + 4xe> + C.
—_——

pp. u=x v =¢e*
1 v e

D

— Nakonec vyndsobime x a dostaneme opét
y (x)= Cx + Dxe* + 4x*e**, I = R,\/ pokud neni interval I,

tak pGlbod dold
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O (12 bodi)

Naleznéte ortonormélni bazi podprostoru

[P0, P1, p2], €€ C (0, +00))
kde
po(x) =3, p1(x) =m+ex, P2 () = e + x + enx’.
Skalarni soucin je na C ({0, +0)) zaveden vztahem

+00

(flg) = f e f () g (1) du,

0
+00

Ndpovéda: 1) Jak vypadaji prvky linearniho obalu [po, p1, p»],? 2) Cemu se rovna I, = f x'e™*dx?
0

Reseni:
e PouZijeme Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni (ortonormalizaén{) proces
e Nipovéda nam tikd, Ze prvky podprostoru jsou vSechny polynomy stupné max. 2

Vv

e [ze tedy uvaZovat jednodussi bazi

Po=1,  p@=x =5 é/
e Dile budeme vektory ptivodni baze znacit jiz bez vinek. Ortonormalni baze bude mit slozky {qo, g1, ¢2}-
e Jesté pred vypoctem se ndm bude hodit vztah

+00

I, = fx”e"dx =n!, \/
0

ktery Ize snadno odvodit metodou per partes, jejimz vysledkem je rekurentni vzorec I, = nl,_;.
Pritom Iy = 1.
e Pro prvni vektor baze g, plati
_ . do
490 = Do q0 = 7=+ \/
llgoll
Pfitom

+00

lGoll* = fxe_"~ Pdx=1!=1,
\/ 0
takze qo = po, §j. go (x) = x.

e Pro druhy vektor baze g, plati
- g
g1 = p1 —{p1lq0) qo; qr = =+ \/
llgl
Vypocitame tedy
+00 +00
(pilqo) = fxe_x-x~ ldx = foe-dezzz =2

0 0

Z toho g, = p1 — 2q», tj. g1 (x) = x — 2. Zbyva normalizace:

+00 +oo

||q1||2:fxe—X(x—zfdx:fx(x2—4x+4)e—xc1x:3z—4-2!+4-1!:2,

0 0
takze ¢, (x) = % (x—=2). J/



Pro tfeti vektor baze g, plati /

G> = p2 — (P21 q0) g0 — P2l q1) q1; 6122”2]]—2”-
2
Vypocitdme tedy
+00 +00
(P21 qo0) = fxe‘x -x* - 1dx = fx3e_xdx =31 =6,
0 0
+00 +oo
1 1 1 12
(palq1) = fxe_"-xz c—(x—2)dx = —f -2 et dx = — (41 -2-3) = —.
V2 ) ) V2 V2
Z toho ¢, :p2—6q0—%q1,tj.512(x) =x’ - —1—\/22%()6—2) =x>-6-6(x-2)=x>—6x+6
Zbyva posledni normalizace
+00 +0o
13:11° = f xe™ (3 - 6x+6) dx = f x(x* = 1207 +48x7 — 72x + 36) e "dx =
0 0

=5!-12-414+48-3!1-72-21+36- 11 =415 -12+12-6) + 36 =36 — 24 = 12,

takieqz(x):ﬁ(x2—6x+6):§(x2—6x+6).‘/‘/

W
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Abelovym kritériem vySetfete stejnomérnou konvergenci fady

Z(—l)n 2! n
n=1

2n + D! n? + x2

2

na R. Je mozné pouZit i Weierstrassovo kritérium?

Reseni:
e Rada Y £, (x) g, (x) stejnomérné konverguje na mnoZiné M, jestliZe je splnéna Abelova podminka

NACE

g, (x) monoténni Yx € M a stejnomerné omezend na M.
e Posloupnost
2
n 1
n“-+x X
1+ (;)

je skutecné monoténni vzhledem k pro kazdé \)/jak je vidét ze zéapisu nahote

2 . . ,
((f) kles4, tj. jmenovatel klesd, g, (x) roste).
e Okamzité je videt i stejnomérnd omezenost
1

1+(;§)2£1\/

(kdo tyto vlastnosti nevidi, musi je néjak korektné dokazat).
e Rada )’ f,(x) je pouze Ciselnd, tj. staci dokdzat jeji konvergenci.
e PouZijeme zobecnéné Raabeho kritérium pro fady se stfidavymi znamfnky. Plati

. Cn+2)!'2n+ D!
= lim n|l -
n—+oo (2n + 3)” (2]’[)”
. 1 2n+ 2 ! 2n+3-2n+2)
— = 1um
n—+oo 2n =+ 3 n—+oo n 2n + 3

I
i = 2 ¢0.1),
Am S35 900

takze fada konverguje neabsolutné (relativné). Tim je dikaz hotov.

0<

antl

lim n(l -

n—+0o

an

I
=
3
3

e Z vySe uvedeného postupu je vidét, Ze pro diikaz stejnomérné konvergence na R nelze pouzit Weier-
strassovo kritérium. Nejleps$i majorantou posloupnosti
Qn)!! n?

2n + D! n? + x2

(-1

je totiz

@2n)!! n’ (2n)!!

o, =sup|(-1)"

reR Qn+ D2+ x| QCn+ DI
ale z Raabeho kritéria je vidét, Ze fada }; (2(52)1!)!” diverguje.
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Mezi formalnimi feSenimi diferencialni rovnice
2
3L -64£-3
r _ Tx X
- 2
3L +64£-3
X X

je i kruZnice o poloméru R = 5. Naleznéte jeji stred.

ReSeni:
e Zadand diferencidlni rovnice je homogenni stupné nula a jeji feSeni budeme hledat rovnou pomoci

obecné substituce
y(x) = xz(x) \/

protoze linearni feSeni nemtize byt kruZnice.
e Dosadime do rovnice y = zx, y =7x+z

et 322-6z-3 77-27-1
’x ’: =
TS T3 6 -3 z2+2z—1\/

z2—2z—1—z(z2+2z—1) |

e Separujeme proménné

v 2+2z-1 24271
2 +27-1 ,
e Pred integraci provedeme rozklad na parcidlni zlomky. Polynom ve jmenovateli m4 kofen z = —1

(uhodneme: jedini kandidati na celoCiselné kofeny jsou délitelé absolutniho Clenu 1, tj. +1). Po
vydéleni zjistujeme 2> + 22 +z+ 1 =(z + 1) (z2 + 1) a plati tedy

2+27-1 A Bz+C
= + )
B+22+z+1 z+1  22+1

e Najdeme A, B, C:
AZ +A+BZ+Bz+Cz+C=72+2z7-1,

z ¢ehoz vychdzi soustava

A+B=1, B+C=2, A+C=-1,
jejimz feSenim je (A, B, C) = (—1,2,0). ‘/

e Nyni integrujeme
1 2 1
—dz+f < dz = —f—dx,
7+ 1 2+ X

1
2+1 C
=In— kde C > 0,
+1 | x|

<

2p1 ¢

Z+ :—kdeCeR\{O}.\/\/
z+1 x

e Piejdeme k ptivodnim proménnym a dostaneme formdlni feSeni

2 C
y—2+1_—(g+1), _ ( C)2+( C)2_C2\/\/
X X \X X 2 Yy 2 —2,

X +y2:C(x+y),
5
S

In

£

coZ je kruZnice se stredem ( ) a polomérem \5

e KruZnice s polomerem = 5 mA tedy stred

&Im
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Rozhodnéte, zda kvadraticka forma

q (X, y,u,v) = =2u* + 2uv + 50* — 6vx + 2x> — Suy — 4vy + 2xy — y*

muzZe mit polarni bazi ve tvaru

Bp={(1,0,0,D",(2,1,-1,2)",(7,2,-1,5)" ,w}.

Pokud ano, urCete nezndmy vektor w a stanovte signaturu formy gq.
Pozndmka: Numerické chyby se v tomto ptikladé netoleruji!

ReSeni:

e Kvadraticka forma g (x, y, u,v) = (x,y,u,v) A(x, y, u, )T md matici

2 1 0 -3
1 -1 -4 -2
A=l g 4 2
3 2 1 5

e Nejprve ovéfime, zda zadané vektory spliuji podminky g-ortogonality a g- normalizacni podminky.
Plad (1,0,0,HA(2,1,-1,2)T = 0, (1,0,0,1)A(1,0,0, )" =1,
(1,0,0,1DA(7,2,-1,5)" =0, \/ 2,1,-1,2)A2,1,-1,2)" =1,
2,1,-1,2)A(7,2,-1,5" =0, = (7,2,-1,5A(7,2,-1,5)" =1,

e Podminky jsou tedy splnény a uz nyni je vidét, Ze forma g v normélnim tvaru obsahuje alespon 3

kladné Ctverce, tj. kladny index setrvacnosti je alespon 3. Pro urCeni signatury zbyva urcit koeficient

pred poslednim Ctvercem a jak se ukdze, nebude kviili tomu nutné provadét Lagrangetiv algoritmus.
e Posledni vektor poldrni baze w = (w;, w,, w3, w4)" musi spliiovat podminky g-ortogonality, tj.

(1,0,0, D Aw = —w; —w, + w3 + 2w, = 0,
2,1,-1,2)Aw = —w; + wp, + wy =0, \/\/
(7,2,-1,9Aw =w; —w, — w3 — w4 = 0.
Tento vypocet lze provést pred oveérovanim podminek vyse a pak dosadit za w prislusné vektory, cimzZ

si usetrime opakované ndsobeni matici A a vSechny podminky Ilze ovérit v podstaté z hlavy.
e Sectenim druhé a tfeti rovnice dostaneme w3 = 0, z prvni a druhé rovnice pak w, = 2w,, w; = 3w,.

Vektor w ma tedy tvar
w=(3,1,0,2) w,.

e Dosazenim do normaliza¢ni podminky dostdvame
Q<w):(3’ 1,0,2)w2A(3,1,0’2)Tw2:_wgz_]‘\/

Z tvaru g (w) je zfejmé, Ze prava strana muze byt rovna pouze —1/. Pochopitelné nemiiZe byt rovna
1 a nemtiZe byt ani nulova, protoze pak by vyslo w, = 0 a z tohow = 0.
e Zname tedy znaménko posledniho ¢tverce a miZeme uzavrit

sg(q) = (3,1,0). V</ v, zdavodnéni jakymkoliv

zplsobem
e Plati w, = +1 a tedy
w= i(3,1,0,2).\/
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Necht’

H = {f € C((0, +0))

f 2 (x)e"dx < +oo}
0

1 r ~
<f|g>=mff(x)g(x)e dx,
0

je prostor se skaldrnim soucinem

ktery indukuje (generuje) prisluSnou normu a metriku. Naleznéte mnoZinu
M ={m € Nolo € Us (fn)},

kde o je nulové funkce o (x) = 0 a f,, (x) = x2™. Déle urcete, ¢emu se rovna f,,, (—4) pro my = min (M).

ReSeni:
e V prostoru H plati

2 _ _ L r 2 —-x
AP = (A1 = 5 ff e dx,\/
0

1
120

p(fig) = If —gll = f (F () — g () e*dix.
0

e Ptime se, pro kterd m € N, plati

o€ 7/{6 (fm)a

p (0, fn) < 6,/

1170 f (7 - 0) e-dx <6,
0

+00

1
— | ¥*Me"dx< 6°.
120
0
+00
I, = fx”e_"'dx =n!

0
nebo jej snadno odvodime metodou per partes. Jejim vysledkem je rekurentni vzorec I, = nl,_;. K

tomu dopocitdime pocatecni podminku Iy = 1.
e Po dosazeni ma tedy platit /
(3m)! <6*-120=6-6!.
Prav4 strana nerovnosti je vét$i nez 6!, ale mensi nez 7!. Je tedy ziejmé, Ze nerovnost bude splji¢na

nejvysSe prom = 2 ((3 - 2)! = 6!), ale nikoliv uz prom = 3 ((3 - 3)! = 9!). Proto M = {0, 1,2}.
e my = min (M) = 0, ale funkce foe H, fo (x) = 1 neni v bodé x = —4 deﬁnove\i7l\ebot’ je z definice

e Pamatujeme si vzorec

H definovana pro x € (0, +o0).
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Naleznéte soucet Ciselné fady

« (-1
Z 2n2—n’

n=1

ReSeni 1:
e Povazujme danou Ciselnou fadu za mocninnou fadu

+o00
_ (_l)n 2n
$ 1) = i (2n - 1)
v bodé x = 1.
e Tato fada pro x = | konverguje absolutné, nebot’ 1ze srovnat s fadou )} niz:
O 1 1
2n2—n| 2m2-n  2n2-n? n?

e Derivovéanim ¢len po ¢lenu dostaneme
+00 (_1)n
’ =2 2n—1
s (x) ; 1" /
+00 too 2
" _ 1\t 2n2 ) 2y T
’ (x)_znZ:;( ' \/L 22,4 =157 \/

n=0

kde posledni fada je jen geometrické fada s kvocientem ¢ = —x?, kterdA m4 mimochodem obor
konvergence jen x € (-1, 1).

e Zpétné zintegrujeme
-2
s'(x):f 2dx:Zarctanx+C‘/

1+x
a ur¢ime konstantu C dosazenim x = 0. Dostaneme C = ‘y

e DalSi integraci dostaneme
.p. u=arctanx v =1 2xdx
p-p , 1 = —2xarctanx+f 5
W =1z V=X 1+x

= —2xarctan x + In (1 + x2) + D
a opét dosazenim x = 0 dostaneme D = 3/

e Plati tedy
i Sl :s(l):ln<1+12)—2'1~arctanl:1n2—z.
2n* —n -

n=1

s(x)=-2 f arctan xdx =

ReSeni 2:
e Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime \/ \/ rozklad na p.z.
+00 +00 +oo
(-D" (-D" -D" D"
= — = - +2
p 2n? —n nz:;n(Zn—l) nzz; n 2n—1
+00 n+1 +o00 n
(=™ (=D n
= -2 =In2-2-
; n ; 2n+1 " 4
protoZe na druhém fddku rozpozndme rozvoj In (1 +x) = > '7 %x’l v bodé x = 1 a rozvoj

arctan x = Y, Sy bodé x = 1. /\/ \/



ReSeni 3:
e Podobné jako v FeSeni ¢. 1 povazujme danou Ciselnou fadu za mocninnou fadu

+00
D"
s(x) = Z e
i n 2n-1)
v bod& x = 1. (VSimnéte si, Ze nyni mame mocninu x**~! misto x*")

e Tato fada konverguje absolutné, viz feSeni €. 1.
e Derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme

s (x) = i (_nl)nxzn_2 = L i
n=1

n+1

\I
|
%] —
=3
—~
+
><l\)
N—

s oborem konvergence x € (-1, 1).
e Zpétnou integraci dostaneme

S(X)=—féln(l+x2)dx:[P-P- M=u1n:(1+x2) UI:_F]

= iln(l +x2)—flfx2dx: éln(l +x2)—23rctanx+C. \/\/

e Abychom urcili hodnotu integracni konstanty C, musime umét secist fadu alespoii pro jedno x. My
to umime jen pro x = 0, ale to nelze do ziskaného tvaru funkce s (x) dosadit. MizZeme vSak vyuzit
spojitosti souctu. Proto plati -

1
s«»:1h§s(x):1nn(—1n(1+xﬂ-2xmcmnx4-c)
X—U+ _x

x—0+

1 1
:nm—m@+xpn+c_hmx—m@+x-m+c %4/
x—0+ X x—0+

—1

Dosazenim x = 0 pfimo do sumy a porovnanim pak ziskame C = 0.
e Plati tedy (srovnej s FeSenim 1)

-D"

+00
n
2n2—n s(1) = - 1n(1+1) Zarctanlzlnz_z.\x/
n=1
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Naleznéte dve feSeni exaktni diferencidlni rovnice
(cy — bx)y = ax + by,

kterd jsou ve tvaru pfimky prochazejici bodem (0, 0). Urcete podminku pro parametry a, b, c € R* ve tvaru
zavislosti b = b (a, c¢) tak, aby uvedené dvé primky byly na sebe kolmé pfi skalarnim soucinu

(ulv)zuT( i ; )v.

Ndpovéda: Prozradili jsme vam typ rovnice. Chtéli jsme vdm tim usnadnit praci?

ReSeni:
e Pokud vyuzijeme znalosti, Ze jde o exaktni rovnici f (x,y) + g (x,y)y" = 0, mame
f(x,y) = —(ax + by), g (x,y) = cy — bx a skuteCné plati

of b= 0g
oy  Ox
e Implicitni feSeni nalezneme ve tvaru primitivni funkce k f, g:

H(x,y)zff(x,y)dx+G(y)=—fax+bydx+G(y)=—%axz—bxy+G(y),

oH |
kde — = -bx+ G’ (y) = cy — bx,
oy
z&ehoz G’ (y) = ¢y, G (y) = s¢cy” + K atedy

1
H(x,y) = 5 (ax2 + 2bxy — cyz) +K=0

predstavuje formalni feSeni rovnice. Aby prochédzelo bodem (0, 0), dosadime a vypocitdme K = 0.
e Podobné Ize dosadit do pfipraveného vzorecku

X Y
H(x,y)zff(x,s)ds+fg(xo,t)dt:0

Yo
kde (xo, yo) = (0, 0) je bod, kterym ma feSeni prochdzet. Vyjde totéz, tj. feSeni ve tvaru

ax® + 2bxy — cy* = 0.
e Jestlize chceme pouze feSeni ve tvaru piimky (prochazejici pocatkem), predpokladame y = kx a
smérnici k vypo&itdme po dosazeni a vydéleni x? z rovnice
a+2bk — ck* = 0.
o MiiZeme ale také vyuZit napoveédy a predpokladat, Ze feSit rovnici jako exaktni neni ten nejsnadné;jsi
zpusob. Skutecné, rovnice je také homogenni stupné 1 a jeji linedrni feSeni iy = kx predstavuje prave
primku prochdzejici pocatkem. Mame iy’ = k a po dosazeni do rovnice

(ck—Db)kx = (a+ bk)x
a vydéleni x okamzité opét dostdvame
a+2bk — ck* = 0.

e Tato rovnice ma dvé feSeni

ki, = é (b+ Vb2 + ac)\/



e Smérové vektory obou piimek jsou s, = (1, k)Y, s =(1,k)a aby byly kolmé, musi platit

s]T( } ;)s2=1+k1+k2+2k1k2.

e Po dosazeni za ki, k, dostaneme

2 _ (12
1+29+2L2+ac):0’
C C

b:a—%c. /\/
\

z ¢ehoZz
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Reste diferencialni rovnici
5

Z ajxjy(j—l) (x)=b

=1
proa = (24,0,-12,4, )", b =120a x > 0.
Ndpovéda: Nékde uhodnete, Ze néco je rovno —1 a +2.

ReSeni:
e Po rozepsani sumy vidime, Ze feSime diferencidlni rovnici

xSyu// + 4x4y/l/ _ 12x3yﬁ + 24xy = 120.

e Po vydéleni x dostdvdme Eulerovu rovnici
120
Xy + 4y - 12x%y + 24y = —, \/\/

X

kterou prevedeme na LDR s konstantnimi koeficienty substituci x = +¢/, tj. = In x.
e Z toho vypocitame derivace

1 1

7

: N U S
Y, y'=-Zp+-i=5G-9,
X X X

y =-
X

2o 1y
y ——;(y—y)+;(y;—y;)—;(y—3y+2y), \/\/

7" __ _3 . . 1 ::1 1 1 _ 1 bt . .
Y —F(y—3y+2y)+;(y;—3y;+2y;)—F(y—6y+lly—6y).

e Dosadime do rovnice a dostaneme
(5 — 65 + 115 — 67) + 4 (§ — 35 + 2) — 12 (j — ) + 24y = 120e”,
ij — 2ij — 13ij + 145 + 24y= 120e™". \/\/
e Charakteristicky polynom je tedy ve tvaru

=2 P - 1322 +141+24=0 \/

e Uhodneme jeden z kofenti 4; = —1. Vydélime a dostaneme
A =20 — 132+ 144+ 24 = (A + 1) (2 - 307 - 104+ 24).
e Uhodneme dal$i kofen 4, = +2. Vydélime a dostaneme

/13—3/12—10/1+24:(/1—2)(/12—/1—12):(/1—2)(/1—4)(/1+3).

FS = {e”, e e e4’} . \/\/\/

e Vzhledem k specidlnimu tvaru pravé strany predpokladame partikuldrni feseni ve tvaru

Yp (t> =P (t) tkeﬁ’ = ate_’./
\

e Fundamentdlni systém je tedy

Najdeme jeho derivace
yp () =a(l-pe™, jp () =a(t-2)e™,
j=aB-ne”, () =a(t—4)e” \/



a dosadime jej do rovnice. Pokud véfime véte o specidlnim tvaru partikularniho feseni, staci z deri-
vaci y, dosazovat jen konstantni ndsobky e, nebot’ z-ndsobky se musi nutné odecist. Po dosazen{
vyjde 30a = 120, tj. a = 4.
e Obecné reseni v proménné ¢ m4 tvar
y(t) = Ae™" + Be* + Ce™ + De* + 4te’\/
a po ndvratu k proménné x dostdvame
A C In x
y(x):—+Bx2+7+Dx4+4—; x> 0.
X X

X
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(a,b)
Necht' g, € C({a,b)) ag, =3 g. Dokazte, Ze v Hilbertové prostoru C ({a, b)) se skalarnim souCinem
(flg) = ff(x)g(x)dx

a prisluSnou normou a metrikou, které jsou timto skaldrnim sou¢inem indukovény (generovény), plati

lim g, =g.

n—+oo

Resenti:
e Mame dokazat '
0= Tim p(gs,g) = lim lig, -l /

neboli

0= lim |lg, - gl* = lim (g, —glgn —g) = lim f (gn (x) — g (%)) d)i/

(a.b)
® g, 3 g, atedy ekvivalentné ze supremdlniho kritéria madme

lim o, = lim sup |g,(x) —g(x)|= lim max |gn (x) — g (X)].
n—+oo xe{a,

n—+oo N4 v by

Supremum je pro spojité funkce na uzavieném intervalu totézZ co maximum.

e Zfejmé i
hm max (g,l (x) — g (x)* =

coz je ekvivalentni s
(a.b)

(9. —9)" 3 0.

e To je predpoklad pro zaménu limity a integrdlu, takZe rovnou dostdvame

b
1irp f (gn (x) — g (x))*dx = f hm (gn (x) — g (x))* dx = de— \/ /

a

e Tvrzeni lze dokazat 1 pfimo z nerovnosti

b b
0< f (gn (x) — g (1)) dx < f max (g, (x) - g (x))*dx = (b—a) o, \K/ /
x€{a,b)y ——

-0
a z véty o limité seviené posloupnosti.



Zkou$kova pisemna prace €. 4 z pfedmétu O1MAB3
9. tnora 2016, 9:00 — 11:00

O (10 bodi)

Naleznéte vSechny hodnoty parametru u € R, pro které je kvadraticka forma

q(x,y,2) = —x* —y* — 27 — du(xy + xz + yz)

negativné definitni.

Reseni:
e Pro zjednoduseni zdpisu misto ptivodniho zadani vysetifime ekvivalentni problém, a sice kdy forma
2 2 2 . .
—q(xy,2) =x"+y +2"+4u(zy+zx+yz) g nebo -q je skoro jedno
je pozitivné definitni.
e PouZijeme Sylvestrovo kritérium na matici formy —g, kterd m4 tvar

1 2u Z,u]

A=|2u 1 2u

2u 2u 1

e Prvni hlavni minor je A; = det(1) = | > 0 a odtud tedy Zadnd podminka neplyne.
e Dile z podminky
1 2u

Az = det( 2/1 1

):1—4y2>0

mameye( 3 é)

e Nakonec mame podminku
A; =detA = 1617 — 12u° + 1 > 0.

Kdyz nalezneme kofeny tohoto polynomu, jiZ snadno zjistime, jaké znaménko maji jeho hodnoty
mezi jednotlivymi kofeny. Problém je, Ze jde o kubickou rovnici, kde obecné vzorce pro hledani
feSeni jsou komplikované.

e Pokusime se feSeni uhodnout. Jde o polynom s celoCiselnymi koeficienty, takze pokud existuje
celociselné feSeni, musi byt délitelem konstantniho ¢lenu, tj. ¢isla 1. £1 ale feSenim nejsou.

e PomiiZe ndm substituce u = 7, po které rovnice pfejde na tvar

£ -3 +4=0.
e Zde uhodneme feSeni t = —1 a po vydéleni dostaneme \/ \/ nalezeni
F-32+4=(+1)(F-dr+4)=(+1)(-27, kofen(
Koreny ptivodniho polynomu jsou tedy p = —l au= ' , ktery je dvojndsobny.
e Dosazenim napft. za u = 0 zjiSt' ujeme, Ze polynom Az ] Je kladny mezi pro i € (— T ;) ato _]SOll pravé
vSechny hodnoty u, pro které je —g PD, tj. g je ND. Snadno totiz také ovéiime, Ze pro u < —; Je JIZ
A; < 0.

Pozndmka: Misto pouZiti Sylvestrova kritéria lze pouZzit relativné komplikovany pfevod na ctverec
~q(x,y,2) = X +y* + 2+ 4u(zy + 2x + y2)
= (x+ 2uy +2u2)” + (1 = 442) i + (1 = 42) 22 + (4p — 817y

2u — 4 ’ (2,‘1 4#
= (x+2uy +2u2)* + (1 =42 ly+ ——z) +|1 -4p> - — -~
(x + 2uy + 2p2)” + ( ﬂ)(y e Z) W T \/

kde se opét ukazuje, Ze prvni Ctverec je kladny, druhy je kladny <= A, > 0 a dpravami poslednﬂlo
Ctverce opét dostaneme polynomidlni nerovnost Az > 0.

vC. urceni
nerovnic



Zkou$kova pisemna prace €. 4 z pfedmétu O1MAB3
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© (10 bodi)

V metrickém prostoru (RZ, Jol J) s modifikovanou skokovou (jump) metrikou definovanou jako

ps(x,y) =2y — x1|1+ 2[ly2 — xo[]

vykreslete tvary okoli Us ((0,0)) a Uy ((0,0)) a rozhodnéte, zda jsou to v tomto prostoru mnoZziny oteviené
¢i uzaviené.

ReSeni 1:
e Hodnoty metriky p; se méni pfi pfekroceni celociselnych hodnot na ose x; a pfi prekroceni nasobkil

% na ose x;(pozor na to!). Pfi hledani bodi, které patii do danych okoli, Ize postupovat napt. takto:
— Hled4me body (x;, x,) € R?, pro které

Py (x,0) = [2]x1[1 + 2[lx2[] < 5, resp. 6.

— Okoli je symetrické vzhledem k zrcadleni podél osy x; i x,, miizeme se tedy omezit jen na
kladny kvadrant.

— Pro x, = 0 je hodnota druhého séitance nejmensi, a to 0. Re§ime tedy nerovnost
[2x1] <5,
2x <4,
x <2,

respektive
[2x1] <6,
2x; <5,
X < §
<3
— Pro x; € (0, 1) je hodnota druhého s&itance rovna 2. Re$ime tedy nerovnost
2x]1+2 <5, atd.

e Vysledny tvar okoli je vidét na obrazku.

] :

3 2 1 0 1 2 3 3 5 0 0 | )
Us((0,0) Us((0,0) \//

e Pro kazdy bod x existuje okoli, napt U 1 (x), v némZ lezi jen on sam. /
— Z toho plyne, Ze vSechny body libovolné mnoZiny se do ni vejdou i se svym okolim, tj. lezi /
také v jejim vnitiku. Libovolnd mnoZina v prostoru (Rz, Jol ,) je tedy oteviena.
— Ze stejného diivodu je hranice libovolné mnoziny prazdna (z definice hrani¢niho bodu M, kde
v kazdém jeho okoli leZi néjaky bod z M a n&jaky mimo M). Z definice M = M U bd (M) je / /
tedy kazda mnoZina zdroven i uzaviena.



Zkou$kova pisemna prace €. 5 z pfedmétu O1MAB3
17. tnora 2016, 9:00 — 11:00

© (16 bodi)

Nacrtnéte co nejpresnéji kuzelosecku, kterd predstavuje formalni feSeni diferencidlni rovnice s pocateéni
podminkou
2y (x+2y)
x2 -8y’
Ndpovéda: Pri tvorbé nacrtku milize pomoci znalost stfedu kvadriky (pokud existuje), prisecikii s osami
(pokud existuji), vektord polarni baze, asymptot (pokud existuji) apod. Zvazte sami, co z toho se bude
nejlépe hodit!

/ —_—

y(=2) = 1.

ReSeni:
e Jde o homogenni rovnici stupné 2.
e Protoze kuZeloseCky jsou i pfimky, ma teoreticky smysl hledat i linedrni feSeni. Predpokladame-li
y = Cx a dosadime, dostaneme
201 +20)
- 1-8C*
0=C(8C*+4C+1).
Polynom v zavorce ma zaporny diskriminant, takZe jediné redlné reSeni je C = 0, tj. y = 0, ale to
neprochdzi bodem (-2, 1).
e Hleddme obecné nelinedrni feSeni substituci y = xw = y’ = w + xw’. Dosadime:

’

2w (x + 2xw) 2w (1 + 2w)

+ = =
W —8x%u? 1 — 8u?
. 2w+4uw? —w+ 8w’
xw' =
1 - 8u?

1 — 8uw? 1 \/
Sud +4ul +w x

e Provedeme rozklad na parcidlni zlomky
(é N Bw+C )w’ _ l
w  Sw?+4w+ 1
kde po prevodu na spolecného jmenovatele porovnanim Citateld ziskame

A(8w2+4w+1)+Bw2+Cw:1—8w2,

X

z ¢ehoZz vychazi soustava
8A + B = -8, 4A +C =0, A=1.
Z toho okamzité (A, B,C) = (1,—-16, —4). Mame tedy rozklad

1 16w + 4 i
w Suw?+4w+1
e Zintegrujeme (v druhém zlomku je Citatel akorat derivaci jmenovatele)

Infw| - In[8w” + 4w + 1| = In|x| + InC = InCx; C > 0.

Po odlogaritmovani a odstranéni absolutni hodnoty jiZ Ize uvazovat C € R (pfesné vzato C € R\ {0}),

tj.
v C
— =(Cx.
Sw? +4w + 1 \/



e Piejdeme zpét k zavisle proménné y
XY
8y? + dxy + x?
C (8y2 + 4xy + xz) =y. /

e 7 pocatecni podminky y (—2) = 1 dostdvame C = i, tj. po dosazeni

8y2+4xy+x2—4y:‘(7/

e Dvojitym pievodem na étverec! ziskdvame snadno

=Cx

2 2
8y2+4xy+x2—4y:(x+2y)2+4y2—4y:[x+2yJ +[2y—1] -1=0
~—— S~——
a b

‘// a +b*=1.
Jde tedy o elipsu.

e Jejim stfedem je v novych proménnych bod (0,0) (to je notoricky znamé - rovnice jednotkové
kruZznice se stfedem v pocatku), tj. v pivodnich proménnych bod spliiujici rovnice

Xy + 2y, =0,
2y, = 1.

Z toho (x,y,) = (—1, %) Totéz lze odvodit z rovnice As = b, kde v plivodnich proménnych

(a3 (t)

Abychom elipsu uspokojivé zakreslili, najdeme jesté prisecik s osou x (tj. y = 0)
=0 = (x,y)=(0,0)
a pruseciky s osou y (tj. x = 0)

1
8y  —4dy=4yQRy-1)=0 = (x,y), =(0,0) a (x,y)Z:(O,E).

Stfedova symetrie ndm okamzité umozni urcit jeSt€ dalsi dva body leZici na elipse, viz obrazek.

osaa
b=2y-1=0

osa b

a=x+2y=0

e 7 obrazku je vidét i moznost pouzit k nac¢rtnuti normalni tvar a novy soufadny systém (a, b). Cervené
body jsou totiZ zaroven priseciky ,,jednotkové kruznice* s osami a, b.

lzde provedeno bez obvyklého prechodného oznaceni proménnych po linearni transformaci



Zkou$kova pisemna prace €. 5 z pfedmétu O1MAB3
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© (8 bodi)
Vypocitejte
e
n=0 S

ReSeni:
e Soucet ma smysl hledat, protoze fada konverguje dle podilového kritéria \/
(n+1)*5" 1

lim

notoo 51+l p2 T §

e Soucet ¢iselné fady budeme hledat jako hodnotu souctu mocninné fady

fx) = i n*x" = i n’x" \/
n=1

n=0

v bodé x = % Tato fada ma stfed v nule a polomér konvergence 1 a lze ji tedy na intervalu obsa-

hujicim bod é derivovat i integrovat ¢len po ¢lenu. Polomér konvergence se tim podle znamé véty
nement.

e Oznacime )
Jf(x) = 2 n-1
h =" = A
(x) . ”Z:; n°x

e Zintegrujeme Clen po Clenu
+00
H(x) = fh(x)dx = > nx".
n=1

e Trik jesté jednou zopakujeme. Oznacme

+00

_ }{>(X) _ n—1
g(x) = B —an )

n=1

e Potom zintegrovdnim dostaneme uZ jen geometrickou fadu

G(x):fg(x)dx:Zx”: lfx' /

n=1

e Vritime se zpét k funkci f:

l—-x+x 1
:G’ = = .
g (x) (x) A2 -0
X
H (x) = xg (x) = 1=
, A-xP+2x(1-x) 1+x
h = }1 = =
x(1+x)
f (0= xh(x) = TR
e Dosadime x = { a uzavirdme, Ze
Sy g se st /
£ 5" 5 (1_%)3 (%)3 43 2.42 32



Zkou$kova pisemna prace €. 5 z pfedmétu O1MAB3
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© (12 bodi)
Naleznéte nezndmé vektory u,v v souboru
S =(-1.1,-D",u,0)

tak, aby platily nasledujici podminky:

(1) S je polarni bazi kvadratické formy

q(x1,x,Xx3) = —2x§ - 7x§ + 2x1x0 + 2x1Xx3 — 8x2X3,

(2) Pii standardnim skaldrnim souéinu na R? je (v|e;) = 0.

Urcete signaturu formy ¢. V zdvislosti na parametru u € R poté diskutujte, jakou kvadriku definuje rovnice
q(x)—p=0.

Pozndmka: UrCeni ndzvu kvadriky v zavislosti na u je vyznamné hodnoceno. Pokud si nepamatujete nazvy
podle tvaru Q, miZete pouZit metodu fezi.

ReSeni:
e Matice ¢q je

0 1 1
1 -2 -4 |.

1 -4 -7

e Skutecné plati \/
g(=1.1,-D") = (1,1, -DA1,1,-D" = (0,1,2) (-1, 1,-1)T = 1 € {0, £1},

takZe ma smysl hledat doplnéni na polarni bézi.

e Zatneme vektorem v = (vy, vy, 03)", ktery musi spliiovat podminku (v|e;) = 0, coZ neznamend
nic jiného, nez ze v; = 0. SloZKky v,,v3 jiZ ur¢ime z podminky g-ortogonality a g-normalizacni
podminky.

— m4 platit
0 :' q9 ((_17 1, _I)T ,U) = (_17 17 _1)A(07 U2, U3)T = (Oa 1’2) (07 U2, v3)T =0t 203 /

a z toho mdme v, = —2v;3. Lze tedy psatv = a (0, -2, 1) kde @ = v3 je nezndmé Cislo.
— Dosazenim do normaliza¢ni podminky dostdvame \/

g@) =(0,-2,DA0,-2, )" a? = (=1,0,1) (0, -2, )T a? = a” = +1

(kvadrat nemtiZe byt zdporny a nemiZe byt ani nulovy, jinak by @ = 0, tj. v = 0 by nemohl byt
soucdsti baze. Proto @ = +1 a lze tedy volit napf. /

v=(0,-2,D".

e Vektor u = (uy, us, u3) je jiz ur€en jednoznacné dvéma podminkami g-ortogonality a jednou norma-
lizacni podminkou V
—O;qq((—l,l,—l)T,u):u2+2u3 - Lt2:—21/t3.

- 0= gq@u)=qq(0.-2.1)" u) = (0,-2, ) Au = (-1,0, Du = u, = us \/
— Vektor u je tedy tvaru u = 5 (1, -2, 1). Dosazenim do normalizani podminky dostdvame

gw)=>1,-2,DAU,-2,D)"'B =(-1,1,2)(1,-2, D' > = -p° =]

(argument je stejny jako u podminky pro v). Proto 8 = +1 a Ize volit napf.

u=(1,-2,1).
e Hodnoty ¢ aplikované na vektory polarni bdze okamzité urcuji signaturu sq(¢) = (1,2,0). ‘/



e Normélni tvar g je tedy
aW) =yi -y -3

e Rovnice kvadriky je (pfevedena tak, aby pocet kladnych Ctverct byl vyssi nez pocet zdpornych)

Y+ Y5 —Yi =~

e Dostavame ndsledujici klasifikaci kvadrik (jejich tvar Ize snadno zjistit metodou fezi):

u=0 kuzel,
u<0 jednodilny hyperboloid, ‘X/ \/
u>0 dvoudilny hyperboloid.



Zkou$kova pisemna prace €. 5 z pfedmétu O1MAB3
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O (9 bodd)
Necht’ jsou v pro kazdé x,y € R? definovdna zobrazeni
wy (X, y) = 21y1 — xall + 2 [ly2 — xall,
ps (X, y) = [2|yr — xil1+ 2[ly2 — x2l].
Ovérte, zda w, a p; jsou metriky, a postup detailné komentujte.

ReSeni:
e Ovéfime, zda zobrazeni w; a p; spliuji axiomy metriky:
e Symetrie (invariance vic¢i zaméné x a y) je u obou zobrazeni splnéna ziejmé. /
e Nulovost (p(x,y) =0 < x =y) spliiuje pouze p;:
— Ztejmé plati wy (x,x) = p; (x,x) = 0.
— Jestlize x # y, pak alespon jeden z rozdild x; — y; a x, — y; je rizny od nuly a horni cela ¢ast z
jeho absolutni hodnoty je rovna alespon 1. Proto p; (x,y) > 0.
— Naproti tomu, pokud plati |x; — yy| < % alx; —ys| < 1, potom wy (x,y) = 0.
e p; jesté miZe byt metrikou, plati-li trojihelnikova nerovnost

pr(x,2) <p;(x,y) +p;(y,2)  VYx,y,z€R% 4. \/

[21z1 =1+ 2Tz = 21 < T21y1 = xi[1 + 2(ly2 = X2lT + 12210 = 1|1 + 2122 =yl
Nutnou a postacujici podminkou je platnost nerovnosti pro jednotlivé slozky zv1ast’, .

2|z =l < 2|y =l + 121z =yl
2(lza = x|l < 2[ly2 — xalT + 2[lz2 — yal].
Oznacime-lia = y, — x2, b = 2o —y, (resp. a = 2 (y; — x1), b = 2(z1 — y1)), je tieba dokdzat pouze
nerovnost
[la + b|] < [lall + [1b]] VYa,b € R.
S pouzitim trojuhelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu mame
Ml + b1 < Tal + 1511
a postacujici podminkou tedy je
[al + 1b[1 < [lall + T1bI1 Ya,b € R,
neboli
[c+d] <[c]+[d] VYe,d > 0.
Necht c=m+¢e,d=n+dkdem,neNyag, o€ (0,1). BUNO rozli§ime 3 pripady:
(1) Pokud € = ¢ = 0, pak nerovnost pfejde na rovnost: [c + d| = (m+n)i[c]+[d] = m+ n.
(2) Pokud € > 0 a ¢ =0, pak plati opét rovnost: [c +d]=(m+n)+1lafc]+[d]=(m+1)+n.
(3) Pokude >0ad > 0, pak [c +d] = (m+n) + 1 nebo [c +d] = (m + n) + 2 (podle toho, zda
g+ 0 <1nebone),afc]+[d]=(m+1)+(n+ 1), takZe nerovnost je i tentokrat splnéna.

e Zjistili jsme tedy, Ze p; metrikou je, ale w, neni. ‘/ —\//




Zkou$kova pisemna prace €. 5 z pfedmétu O1MAB3
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O (7 bodd)
Naleznéte funkci f : R — R, pro kterou plati
fF=6, (=5 " M)=4, f"1)=3

a dale
fP1)=2  VkeNk>3.

Reseni:
o Jestlize takova funkce existuje a jeji Taylorova rada se stfredem v bodé x = | k ni konverguje, plati

R ()
f= Zf ()( "

n=0

kde hodnoty £ (1) zndme. Pokusme se tedy danou fadu se&ist.
e Po dosazeni mdme

f(x) = 6+5(x—1)+—(x—1) tay +Z—(x—l)"/\/

(x—1)2+ (x—1)3+2Z—(x—1)

2!
:4+3(x—1)+(x—1)2+é(x—1)3+2e*‘-1. ///

Tato rovnost skutecné plati Yx € R. (zndme vlastnosti Maclaurinova rozvoje funkce e¥).

:(4—2)+(5—2)(x—1)+4_'



Zkou$kova pisemna prace €. 6 z pfedmétu O1MAB3
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© (12 bodi)
Pro kvadratickou plochu
2x+ x> — 6y —2xy + 2y + 4z — dxz - 2yz + 1222 =0
urCete hlavni a vedlejsi signaturu a normdlni tvar v€etné afinni transformace
6,y 2" =M(a,b,0)" + (r,5,0)",

ktera ji na tento tvar prevadi. Jaky je ndzev této kvadriky?
Pozndmka: Numerické chyby se v tomto ptikladé netoleruji!

ReSeni:
e Prevod kvadratické formy na Ctverec

q(x,y,2) = x2—2xy+2y2—4xz—2yz+ 122> = (x—y—2z)2+y2+8z2 - 6yz

2 2
= —y=271 +ly=3 _ 2_ 2 2 Q2
{‘w—“ : ] [*“ ] =T
3 n

e Transformace ma tedy tvar

S IR TN H

———
M

e Dosadime do Q:
QEND =+ - +2(E+n+50)-6(1+32) +44
=E - +26-4n—-421=0

e Nalezneme posunuti druhym pfevodem na Ctverec

2 2 2
Q(f,n,/l)=[§+1J +(n—2] —[/l+2] -1=0

b

e Normédlni tvar tedy je
Q(a,b,c)=a*+b*—c*-1=0.
e Posunuti Ize vyjadfit jako

takZe pro transformaci mezi (x, y, D' a(a,b, o)t plati

L

e RozS$ifend kvadratickd forma je (vychdzime z normalniho tvaru Q)
qO(a,b,C,d) = a2 +b2 _ C2 _d2

SG(Q) = (2,2, 0\)/ sg(Q) = (2, 1,0)‘./

e Jde o jednodilny hyperboliod. /

e,

N B~ O

>

Pro signatury tedy plati
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© (11 bodi)

Naleznéte soucet Ciselné fady
+00 (_ 1 )n

g 4n? - 2n’

ReSeni 1:
e Povazujme danou Ciselnou fadu za mocninnou fadu

+00 (—l)n o

Y= 25—
v bodé x = 1.
e Tato fada pro x = | konverguje absolutné, nebot’ 1ze srovnat s fadou )| niz
O - 1 1
2n2—n| 2m2-n  2n2-n? n?

e Derivovéanim ¢len po ¢lenu dostaneme

S, (X) _ (_1)" x2n—l /

2n -1
1+ x2
kde posledni fada je jen geometrlcka fada s kvocientem g = —x?, kterd md mimochodem obor

konvergence jen x € (-1, 1).

e Zpétné zintegrujeme
1
s (x) = —f 7 +x2dx = —arctan x + C‘/

a ur¢ime konstantu C dosazenim x = 0. Dostaneme C = 0.
e DalSi integraci dostaneme

.p. u=arctanx v =1 xdx
s(x) =— | arctanxdx = p-p , 1 = —xarctanx+ | ——
u = 1+x2 V=X 1 + Xi//

1 2
:—xarctanx+§ln(l +x)+D

a opét dosazenim x = 0 dostaneme D = O/
e Plati tedy

+0o0 ( 1),, 1 1 T
_ ~ 1 N 1 I
:1m_s(l)—2ln(l+l) 1 arctan1—21n2 1

ResSeni 2:

e Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime
+00 +00 +00
D" G Z( =" L& D" \K/

— 4n? - 2n g 2n(2n—-1) g 2n 2n—1

+00 (_l)n+l +00 (_1)17 1 T WJ
=) - = -—m2-7,
2n s 2n+1 2 4

n=1

. 00 1+1 .
protoZe na druhém fadku rozpozndme rozvoj In(1 + x) = > 7 S ],) X" v bodé x = 1 a rozvoj
_ +oo (=D)" 2n+1 X _
arctan x = ), 7 5—=x7"" v bod€ x = 1. W/

W



ReSeni 3:

e Podobné jako v FeSeni ¢. 1 povazujme danou Ciselnou fadu za mocninnou fadu

+00
D' /
s(x)= )y —————x"
2n(2n—1)
n=1
v bod& x = 1. (VSimnéte si, Ze nyni mdme mocninu x**~! misto x*")

e Tato rada konverguje absolutné, viz reSeni €. 1.
e Derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme

1 (=1)" 1 & D™, 1
s" (x) :EZI( n) x2”_2:—ﬁ21( p (xz) :—ﬁln(l+x2)/

s oborem konvergence x € (-1, 1). /
e Zpétnou integraci dostaneme

S(X)=—filn(l+x2)dx:[P-P- M=1n(1+x2) U':_XLZ]

2 r . 2x _
2x u =173 U=

:zixln(1+x2)_f1:x2dx=zl—xln(1+x2)—arctanx+c, X/

e Abychom urcili hodnotu integracni konstanty C, musime umét secist fadu alesponi pro jedno x. My
to umime jen pro x = 0, ale to nelze do ziskaného tvaru funkce s (x) dosadit. MiZeme vSak vyuzit
spojitosti souctu. Proto plati

) ) 1 )
s(0)= lim s(x) = lim (5 1n(1 Fx ) — xarctan x + c)
1 ) 1 1 5
:11m—ln(l+x)+O+C:—hmx—ln(1+x)+0+C:C.
x—>0+2x 2 x—0+ x2
| S S——

—1
Dosazenim x = 0 pfimo do sumy a porovnanim pak ziskame C = 0. /
e Plati tedy (srovnej s FeSenim 1)

(=1 1 1 n
—— = s(l) = —ln(l + 12)—arctan1 =—In2--.
— 4n? — 2n 2-1 2 4
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Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice
Xy =2x(1+x)y +2(1 +x)y = 8x°e™.

Ndpovéda: Muzete pouZzit fakt, Ze prisluSnou rovnici s nulovou pravou stranou fesi funkce v (x) = x.

ReSeni:
e Provedeme snizeni fadu substituci y (x) = v (x) z (x), tj.

y(x) = zx.
y (x)=7Zx+z \/
y// (X) — Z//x + 2Z,~

e Dosadime do rovnice. Neni nutné mnoho psani, pokud se budeme ptat, s jakym koeficientem se ve
vysledné rovnici vyskytuje 7”7, 7/, z.
— koef. u z” je x*x = x° (to je nejsnazsi),
— koef.uz je x*-2—2x(1 +x)-x=-2x°,
— koef.uzje 2x(1+x)+2(1+x)x=0.

e Vysledna rovnice tedy je
X (7 =27) = 8x’e*,
ZII _ 22,: 862x.

e Rovnici Ize vyfesit rovnou jako LDR s konst. koef. a specidlnim tvarem pravé strany:

— Charakteristicky polynom je £ (1) = 22 =21 = A(1 - 2).
— Jeho koreny jsou 4; =0, 2, = 2. /W/
- FS = {1,e*},

— Partikuldrni feSeni hleddme dle prisluSné véty ve tvaru z, (x) = P (x) x*ef* = axe?* kde a pied-
stavuje polynom stupné nula a k = 1 je ndsobnost ¢isla g = 2 jakoZto kofene charakteristického
polynomu.

— Zderivujeme: z;, =a(l+2x)e*, z’p’ = 4a (1 + x) e** a po dosazen{ do rovnice dostdvdme a = 4.

— Obecné feseni ma tedy tvar

z(x) = C + De™ + 4xe™,
y (x)= Cx + Dxe* + 4x2ez"f I =R.
e [ ze také skutecné snizit rad a reSeni hledat pomoci integracniho faktoru:
— Def. w = 7 a mdme rovnici w’ — 2w = 8e**.
— Integragni faktor je "™ kde P (x) = [ p(x)dx = -2x.
-2x

— Vynésobime tedy e™“* a dostaneme (we‘z"), = 8.

— Zintegrujeme we™>* = 8x + A a ziskdme

w(x) = 8xe** + Ae**. \/¢//\/
— Znovu zintegrujeme
z(x) = fw(x)dx = Afez’“dx+ 8fxe2"dx =

A A
= Eez" +4xe> — 4 fez"dx = (5 - 2) e + 4xe> + C.
—_——

pp. u=x v =¢e*
1 v=1e¥

D —

— Nakonec vyndsobime x a dostaneme opét

y (x)= Cx + Dxe* + 4x2e2:7( I= R\}(



Zkou$kova pisemna prace €. 6 z pfedmétu O1MAB3
10. kvétna 2016, 9:20 — 11:20

O (6 bodd)
Heavisideova funkce 6 je definovana jako

1 x>0,
6(x) =
0 x<0.

Necht’ je zadan metricky prostor (RZ, p) s metrikou definovanou vztahem

px.y) =2 =yl +0(x1 —uyil).
Vykreslete tvar okoli U ((2,3)) a rozhodnéte, zda v prostoru (Rz, p) plati implikace

( lim x, = x) = Any e N)(Vn > ng) (x, = x).

n—+co

Svoje tvrzeni spravné zdivodnéte.

ReSeni:
e Z definice plati
U ((2,3)) = {(x1,12) € R p (31, 12), (2, 3) <1
e Je zfejmé, Ze pokud x; # 2, pak diky Heavisidové funkci bude p ((x;, x2) , (2,3)) > 1. Hledané okoli
tedy bude podmnoZinou pfimky x; = 2.
e Po dosazeni x; = 2 dostavame

U ((2.3) = {2x) € R p(2,x2),(2.3) = |x, = 3 <1}

e Dané okoli je tedy usecka spojujici body (2,2) a (2,4), kromé koncovych bodﬁ.M/

e Zadana implikace fika, Ze v prostoru(Rz, p) konverguji jen posloupnosti, které jsou od jistého ny
konstantni. To vSak neni pravda. K nalezeni protiptikladu se 1ze inspirovat obrazkem okoli U, (2, 3).
Napftiklad plati

1
lim (2,3 + —) =(2,3),
n

n—oo

protoZe \///
1 1
limp((2,3+—),(2,3)): lim 3+——3':0.
n n

n—oo n—+oo
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S pouzitim vhodnych znalosti z teorie mocninnych a Taylorovych fad odvod’te tvar Maclaurinovych fad
funkci f (x) = sinx a g (x) = arctan x. Odvod’te rovnéZ piislusné obory konvergence a dokazte, Ze soucty
téchto fad jsou na jejich oborech konvergence skute¢né rovny funkcim f (x) a g (x).

Reseni:
e Maclaurinovu fadu funkce f (x) = sin x Ize odvodit z definice \/

. . v .. (1) 0
- jako mocninnou fadu s koeficienty a, = L ”,( ).

e Snadnym vypocétem hodnot derivaci funkce sin x v bod¢ 0 dostdvame fadu

S (_ 1 )” x2n+ 1 ) /
£ (2n+ 1))

e Pro dikaz rovnosti

+00 ( 1)1’!
- 2n+1
= S S— YxeR
TO= 2yt
pouzijeme Taylortuv vzorec f (x) = T, (x) + R, (x) a Lagrangetv tvar zbytku
f(n+1) (5) " \/
Rl — = n
el (X) r! X

kde ¢ lezi mezi sttedem rozvoje (tj. nulou) a x. Maclaurinova fada v bodé x konverguje k f (x),
pravé kdy? lim R, (x) = 0.V naSem pifpadé tomu tak je pro kazdé x € R, protoZe | f*" (x)| < I /
n—+oo

nezavisle na n a x a dale
xn+l
lim =0VxeR,

n—+oo 1.
coZ lze zjistit snadno napf. podilovym kritériem pro limity posloupnosti.
e Zuvedeného jiz vime, Ze obor konvergence je R, ale Ize jej zjistit i vypoctem poloméru konvergence.
Pii oznaden{ r = x* mdme
+00 +oo
DY o D"

Lion+ T T L@ D)

1
= lim
n—+eo 2n +2) (2n + 3)
e Maclaurinovu fadu funkce g (x) = arctan x odvodime z tvaru geometrické fady s kvocientem
2 .
q = —x-. Plati

Ap+1
a

L, = lim

n—+oo

=0 = R, =40 — teR = xek.

g @ = +1x2 =Y (=) =D 1y xe (-1 D). \/
n=0 n=0

e Podle véty o integraci fady ¢len po ¢lenu plati rovnost

1 « (_1)” 2n+1 \/
fl+x2dx:g(x)+C:me Vxe(-1,1),

n=0

protoZe polomér konvergence se integraci ¢len po ¢lenu neméni.

e Dosazenim x = 0 dostavame C = 0. \/

e Rovnost mdme tedy jiz dokdzdnu a z jednoznacnosti Taylorova rozvoje plyne, Ze se skute¢né jedna /
o Maclaurinovu fadu funkce g.

e 7 Leibnizova kritéria plyne, Ze oborem konvergence zintegrované fady je (-1, 1).

e V krajnich bodech plyne rovnost fady a funkce g ze spojitosti g 1 souctu fady na celém oboru
konvergence.
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Reste Cauchyovu tlohu
'y = 2x%y” — 8x%y + 20xy = 72, y(1) =8, y (1) = -2, y’ (1) = 64.

Ndpovéda: Mozna vam pomize Cislo 2.

ReSeni:
e Vydélime rovnici x, abychom dostali Eulerovu rovnici

3

72
Xy = 2x%y" — 8xy’ + 20y = ~

e Vzhledem k zadani pocCatecnich podminek v bodé x = 1 pouZijeme substituci pro x € (0, +00), tj.

x:e/t:lnx.

e Vypocitdme derivace
Vi . 1 o 1 .o . "o 1 o . .
y=y_9'= ;(y—y), y' = ;(y—3y+2y)-‘/

e Dosazenim ziskame linearni DR

jj = 5ij - 4 7 20y = 72e—’/

B =52-421+20=0

a jeden jeho kofen je A; = 2 (viz ndpovéda). Vydelenim

e Charakteristicky polynom je

(13—5%—4“20):(a-2)=a2—31+10

pak snadno dostaneme zbylé kofeny A, = 5, A3 = =2.

e Fundamentdlni systém je tedy
FS = {ez’, eSt’ 6*27} _

e ReSeni rovnice s pravou stranou lze ziskat pouZitim vét o specidlnim tvaru pravé strany. Partikularni

feSeni hledame ve tvaru
y, (1) = ae™.

Snadno dostavame

t t -t

iy, () = —ae™, ij, (1) = ae”’, ij, (1) = —ae

a dosazenim do rovnice mdme
a(-1-54+4+20e"=72¢" = 18a=72 = a :‘4/
e Obecné reseni LDR je tedy
y(t) = Ce” + De' + Ee™ + 4e™ /

a po prechodu zpét k proménné x dostavame

E 4
y(x):Cx2+Dx5+—2+—; x>0/
X2 x



e /byva urcit integracni konstanty. Zderivujeme

1 1
y =2Cx+5Dx" —2E— -4,
X X
1 1
" =2C +20Dx* + 6E— + 8—.
Y . x4 x3

a dosazenim do pocétecnich podminek ziskavdme soustavu linedrnich rovnic

C+D+E+4=8,

2C+5D —-2FE —4 = -2, /
2C+20D+6FE +8 =64

steSenim (C, D, E) = (-1,2,3). Resenim ulohy je tedy funkce

3 4
y(x):—x2+2x5+—2+—;x>(\)%
x> x



Zkou$kova pisemna prace €. 7 z pfedmétu O1MAB3
25. kvétna 2016, 9:00 — 11:00

© (11 bodi)
Vypocitejte

+00 too

_7.4.4
fZ ntx’e ¥ dx,

0 n=1

Nezapomeiite ovérit, Ze vSechny provedené tpravy jsou platné.
4

© 1 _ 7
Ndpovéda: Plati 3, - = 5.

Reseni:
e Kdyby bylo mozné zaménit integral a sumu, platilo by

+00

4 1 7
on xle i qx = Z fn“)ﬂez’m7 xf= 7= Z —n4x4e_5” Yt 3 dx

n=1

+00

7 +00
u=In*x* »
4 ue
du = Tn*x3dx 72

n=1

+00

_4 nt [ e_”]°°+fe‘”d _4 nt
- e o “17= 7290 T 4945
0

e Nyni ovéfime predpoklady postacujici podminky zdménnosti sumy a integrélu, tj. stejnomérnou

konvergenci fady
+00
Z n4x7e—1n4x4\/
n=1
na intervalu (0, +00).
e PouZijeme Weierstrassovo kritérium a najdeme konvergentni ¢iselnou majorantu k této fadé. Bude

to dokonce nejleps$i moZnd majoranta
4

7.4
a, = max f, (x) kde f, (x) = n*x’e" 3",
(0,+00)

o Ziejmé f,(x) >0, £,(0) =0a lim f,(x) =0, takze hledané maximum bude lokdlnim extrémem ]J
n—+0oo

na (0, +o0).
e Zderivujeme

1 -x*n* =0,

1

x=—.

n

o Plati tedy

1 4 1 7 —1n4(l)4 1 7
an:maxfn(x):f— =n'|l—-1] e *" :764

(0,+00) n n n-

a majorantni fada )’ a, je ziejmé konvergentnifAnapt. dle integrdlniho kritéria). Tim je platnost
zamény sumy a integralu potvrzena.
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Rozhodnéte, zda kvadraticka forma
g (x,y,u,v) = =20% + 2uv + Su® — 6ux + 2x* — duy — 8vy + 2xy — y*
muzZe mit polarni bazi ve tvaru
Bp={(1,0,1,0)",(2,1,2,-D)",(7.2,5.-1)" , w}.

Pokud ano, urCete nezndmy vektor w a stanovte signaturu formy gq.
Pozndmka: Numerické chyby se v tomto prikladé netoleruji!

Reseni:
e Kvadraticka forma g (x,y, u,v) = (x,y,u,v) A(x,y, u, v)T md matici

2 1 -3 0
I -1 -2 -4
A=l 3 205 1 | \/
0o -4 1 -2
e Nejprve ovéfime, zda zadané vektory spliuji podminky g-ortogonality a g- normalizacni podminky.
Plati
(1,0,1,00A(2,1,2,-1)" =0, (1,0,1,00A(1,0,1,0)" = 1,
(1509 1’ O)A(79 2’ 55 _1)T = O’ (2$ 15 29 _1)A(29 1$25 _1)T = 19

(2,1,2,-DA(7,2,5,-1)"' =0,  (7,2,5,-DA(7,2,5,-D)" =1,

e Podminky jsou tedy splnény a uz nyni je vidét, Ze forma g v normélnim tvaru obsahuje alespon 3
kladné Ctverce, tj. kladny index setrvacnosti je alespon 3. Pro urceni signatury zbyva urcit koeficient
pred poslednim Ctvercem a jak se ukdze, nebude kviili tomu nutné provadét Lagrangetiv algoritmus.

e Posledni vektor poldrni baze w = (w;, w,, w3, w4)" musi spliiovat podminky g-ortogonality, tj.

(1,0,1,0) Aw = —w; —w, + 2w3 + wy = 0,
(2, 1,2,—1)Aw =-w; t+tw +w3 = 0, /\/
(7,2,5,—1)Aw =W — Wy —W3 —Wy = 0.

Tento vypocet lze provést pred oveérovdanim podminek vyse a pak dosadit za w prislusné vektory, cimzZ
si uSetrime opakované ndsobeni matici A a vSechny podminky lze ovérit v podstaté z hlavy.
e Sectenim druhé a tfeti rovnice dostaneme wy = 0, z prvni a druhé rovnice pak w; = 2w,, w; = 3w,.

Vektor w ma tedy tvar
w=(3,1,2,0)w,.

e Dosazenim do normalizacni podminky dostdvdme
gw)=3,1,2,0)w,A(3,1,2,0)" wy = —wj = —1.

Z tvaru g (w) je zfejmé, Ze prava strana muze byt rovna pouze —M Pochopitelné nemiZe byt rovna
1 a nemtiZe byt ani nulova, protoze pak by vyslo w, = 0 az tohow = 0.
e Zname tedy znaménko posledniho ¢tverce a miZeme uzaviit

sg(g) = (3,1,0). // v¢. zdGvodnéni lib. ZpClsobem

e Plati w, = +1 a tedy
w==x(3,1,2,0). /
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V metrickém prostoru (RZ, Jol J) s modifikovanou skokovou (jump) metrikou definovanou jako

P (x.y) = [21x1 = 1|1+ 2[|x2 =yl

vykreslete tvary okoli Us ((0,0)) a Uy ((0,0)) a rozhodnéte, zda jsou to v tomto prostoru mnoZziny oteviené
¢i uzaviené.

ReSeni:
e Hodnoty metriky p; se méni pfi pfekroceni celociselnych hodnot na ose x; a pfi prekroceni nasobkil

% na ose x;(pozor na to!). Pfi hledani bodi, které patii do danych okoli, Ize postupovat napt. takto:
— Hled4me body (x;, x,) € R?, pro které

Py (x,0) = [2]x1[1 + 2[lx2[] < 5, resp. 6.

— Okoli je symetrické vzhledem k zrcadleni podél osy x; i x,, miizeme se tedy omezit jen na
kladny kvadrant.

— Pro x, = 0 je hodnota druhého séitance nejmensi, a to 0. Re§ime tedy nerovnost
[2x1] <5,
2x <4,
x <2,

respektive
[2x1] <6,
2x; <5,
X < §
<3
— Pro x; € (0, 1) je hodnota druhého s&itance rovna 2. Re$ime tedy nerovnost
2x]1+2 <5, atd.

e Vysledny tvar okoli je vidét na obrazku.

] :

%

W

Us((0,0)) Us((0,0))

e Pro kazdy bod x existuje okoli, napt U 1 (x), v némZ lezi jen on sam.
— Z toho plyne, Ze vSechny body libovolné mnoZiny se do ni vejdou i se svym okolim, tj. lezi
také v jejim vnitiku. Libovolnd mnoZina v prostoru (Rz, Jol ,) je tedy oteviena. \//
— Ze stejného diivodu je hranice libovolné mnoziny prazdna (z definice hrani¢niho bodu M, kde

v kazdém jeho okoli leZi néjaky bod z M a n&jaky mimo M). Z definice M = M U bd (M) je \/
tedy kazda mnoZina zdroven i uzaviena.



Zkou$kova pisemna prace €. 7 z pfedmétu O1MAB3
25. kvétna 2016, 9:00 — 11:00

O (6 bodd)
Ozna¢me symbolem A mnoZinu viech omezenych funkei f : (-1, 1) — R. Rozhodnéte, zda plati:

(1) Zobrazeni
N(f):= sup |f(x)

xe(-1,1)
je normou na A.
(2) Bilinearni forma

1
H(f,9) = ff(X)g(X)dx
-1

je skaldrnim souc¢inem na A.
Sva tvrzeni detailné oduvodnéte.

ResSeni:
(1) Ovéfime axiomy normy:
e nulovost

N()=0 & sup [f|=0 & (Vxe(-L1)(f(0I<0) (Vx€<—1,1>)(f(X)=0)/

xe(-1,1)
e homogenita

snadno z def. suprema

N@f) = sup lafl= sup lel|f] iy ol sup Ifl =N (), /

xe(-1,1) xe(-1,1) xe(-1,1)
e trojuhelnikova nerovnost

A-nerovnost pro abs. hodnotu

N(f+g)= sup |f @) +g() iy sup [If(x)|+|g(x)l] \/
xe(-1.1) xe(-1,) | —~— ~—~—
<N(f) <N(g)

< sup (N(f)+N(g)=N()+N(@). \/

xe(=1,1)

Zobrazeni N : A — R* je tedy normou na A .
(2) Ovétime axiomy skaldrniho soucinu:
e Je zfejmé, Ze neni splnén axiom nulovosti skaldrniho soucinu. Napf. pro nenulovou funkci

1 prox=0,
fa=1 7P
0 prox#0

plati
1
Hmﬁ:fﬁwm:a
-1

Zobrazeni H : AXA — R tedy neni skaldrnim soucinem na A. \X



