
Zápočtová práce č. 1 z předmětu 01ANB3 – verze A
31. října 2023 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

➊ (8 bodů)

Rozhodněte, zda posloupnost funkcí

fn(x) =
nx arctg(n)
(

8n2 + x2
)3/2

konverguje na množině všech reálných čísel stejnoměrně.

➋ (6 bodů)

Cauchyova úloha k diferenciální rovnici L̂(y(x)) = q(x) je zadána podmínkami y(1) = 1 a y′(1) = 3.

Nalezněte její řešení, víte-li, že tuto rovnici řeší tři funkce

u(x) = 1 + x + x2
+ x4, w(x) = 1 + x + 2x2

+ x4, z(x) = 1 + x + x2
+ 2x4.

Dále určete wronskián fundamentálního systému zadané rovnice.

➌ (6 bodů)

Vyšetřete obor konvergence mocninné řady

∞
∑

n=1

5nn!

(3n + 1)!!!
(x − 2)n.

➍ (9 bodů)

Rozhodněte, zda je Weierstrassovo kritérium účinným nástrojem při zkoumání stejnoměrné konvergence

řady funkcí
∞
∑

n=1

(3n)!!!

(3n + 2)!!!

x2

√
2x6 + n6

na množině R.

➎ (5 bodů)

Pro jaké x ∈ R nabývá součet řady
∞
∑

n=0

(−1)n 2n

(3n)!!!
x2n+3

nejnižší hodnoty?

➏ (6 bodů)

Řešte rovnici

−3x3y + xy′ + 2y = x ex3−x.



e
x
=

∞
∑

n=0

xn

n!
& O = (−∞,+∞)

ln(1 + x) =

∞
∑

n=1

(−1)n+1 xn

n
& O = (−1, 1〉

sin(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cos(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

arctg(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arcsin(x) = x +

∞
∑

n=1

(2n − 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arccos(x) =
π

2
− x −

∞
∑

n=1

(2n − 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

sinh(x) =

∞
∑

n=0

x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cosh(x) =

∞
∑

n=0

x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

(1 + x)β =

∞
∑

n=0

(

β

n

)

xn & O =































(−∞,+∞)

〈−1, 1〉
(−1, 1〉
(−1, 1)

pro

pro

pro

pro

β ∈ N0

β ∈ (0,+∞) \ N

β ∈ (−1, 0)

β 6 −1



Zápočtová práce č. 1 z předmětu 01ANB3 – verze B
13. listopadu 2023 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

➊ (6 bodů)

Pro funkční řadu
∞
∑

n=1

(−1)n (3n − 2)!!!

n!
(2x − 3)n.

najděte obor konvergence.

➋ (6 bodů)

Nalezněte tvar lineární diferenciální rovnice, o níž víte:

• fundamentální systém rovnice má dva prvky a jedním z nich je funkce z(x) = x2;

• partikulárním řešením rovnice je funkce v(x) = 4x4;

• wronskián fundamentálního systému je roven funkci w(x) = x4.

➌ (6 bodů)

Sestavte Maclaurinovu řadu funkce

y(x) = arcsin

(

x
√

1 + x2

)

a určete její obor konvergence.

➍ (7 bodů)

Sečtěte číselnou řadu
∞
∑

n=0

(−1)n

2n + 1

1

3n

➎ (8 bodů)

Řešte diferenciální rovnici

(x3
+ x)y′ − y = 4x3

s podmínkou y(1) = 4 −
√

2.

➏ (8 bodů)

Rozhodněte, zda posloupnost ( fn(x))∞
n=1

funkcí

fn(x) = x2
+

ln(nx)
√

x4 + n2

konverguje na množině všech kladných reálných čísel stejnoměrně či ne.



Zápočtová práce č. 2 z předmětu 01ANB3 – verze A
5. prosince 2023 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

➊ (5 bodů)

Na Hilbetově prostoru jistých funkcí definovaných na intervalu 〈0,+∞) je zadán skalární součin s vahou

w(x) = e−3x. Které prvky množiny

M = {ga(x) = x2
+ e

−ax : a = 0, 1, 2, 3, . . .}

neleží v okolíUε(x2) o poloměru ε = 1√
10

?

➋ (9 bodů)

Řešte diferenciální rovnici

y′′′x3 − y′′(6x2
+ x3) + y′(18x + 4x2 − 2x3) + y(4x2 − 6x − 24) = 4x6,

víte-li, že rovnici řeší funkce f (x) = x2
+ x3− x4 a g(x) = −x2

+ x3− x4. Poznámka: Hodí se vyčíslit L̂( f −g).

➌ (4 body)

Do obrázku na druhé straně tohoto zadání vykreslete (se všemi detaily) okolí bodu ~a = (2, 2) o poloměru

ε = 2 v metrickém prostoru R2 s metrikou

̺(~x, ~y) =
|x1 − y1|

2
+

⌈ |x2 − y2|
⌉

.

➍ (8 bodů)

Řešte rovnici y′′′ + 3y′′ − 4y = 12e−2x.

➎ (5 bodů)

V metrickém prostoru R2 s metrikou

̺(~x, ~y) = |x1 − y1| + Θ(|x2 − y2|)

jsou zadány tři posloupnosti
(

~an =

(

1√
n
, 1√

n

))∞

n=1
,
(

~bn =

(

0, 1√
n

))∞

n=1
,
(

~cn =

(

1√
n
, 0

))∞

n=1
. Rozhodněte, zda se

jedná o posloupnosti konvergentní nebo ne. Řádně zdůvodněte! Symbol

Θ(x) =

{

1! x > 0.

0! x 6 0.

představuje Heavisideovu funkci.

➏ (9 bodů)

Řešte Cauchyovu úlohu

x3y′′′ − 2x2y′′ − 8xy′ + 20y = 0 & y(1) = 2 & y′(1) = 9 & y′′(1) = 62.





Zápočtová práce č. 2 z předmětu 01ANB3 – verze B
19. prosince 2023 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

➊ (8 bodů)

Nalezněte maximální řešení diferenciální rovnice

y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y =
10

x
e

2x.

➋ (9 bodů)

Formálním řešením diferenciální rovnice

y′ =

y2

x2 − 2
y

x
− 1

y2

x2 + 2
y

x
− 1

je kružnice (z obrázku na zadní straně) o poloměru R = 4
√

2. Kde v obrázku leží souřadnicový systém?

Dokreslete ho!

➌ (8 bodů)

Řešte diferenciální rovnici

x5y′′′ − 6x3y′ + 12x2y = 40.

➍ (5 bodů)

Sestavte diferenciální rovnici druhého řádu a k ní příslušnou Cauchyovu úlohu pro funkci

s(x) =

∞
∑

k=0

x2k

(2k)!

a tuto vyřešte.

➎ (7 bodů)

Nalezněte maximální řešení diferenciální rovnice

x2y′ + 5y2 − 2xy = 0

vyhovující podmínce y(5) = 1
2
.

➏ (4 body)

Do obrázku na druhé straně tohoto zadání vykreslete (se všemi detaily) okolí bodu ~a = (2, 2) o poloměru

ε = 2 v metrickém prostoru R2 s metrikou

̺(~x, ~y) =
√

|x1 − y1| + 2 ·
√

|x2 − y2|.





Zápočtová práce č. 3 z předmětu 01ANB3 – verze A
8. ledna 2024 13:00 — 14:40

Může se hodit:

∫ ∞

0

xn
e
−ax
dx =

n!

an+1

➊ (7 bodů)

Sestavte první a druhý totální diferenciál v bodě (x0, y0) = (2, 0) pro funkci

f (x, y) = ln
( √

x2 + y2 + y
)

.

➋ (6 bodů)

Na R2 je zavedena metrika předpisem

̺(~x, ~y) = |x1 − y1| +
⌈ |x2 − y2|

⌉

.

Necht’ je dána množina A = {~x ∈ R2 : |x1| + |x2| 6 1}. Kolik prvků (a jaké) má množina A \ A′? Symbol A′

reprezentuje derivaci množiny A.

➌ (7 bodů)

Do vlastního obrázku vykreslete množinu, vzhledem k níž je funkce

h(x, y) =















4x(y−1)3

x2+3(y−1)6 ! (x, y) , (0, 1)

1 ! (x, y) = (0, 1)

spojitá v bodě ~a = (0, 1). V obrázku nezapomeňte popsat osy a naznačit měřítko.

➍ (7 bodů)

Hessovy matice funkcí f (x, y) a g(x, y) v bodě ~a jsou tvaru

F =

(

1 3

−1 1

)

, G =

(

2 1

1 2

)

a jejich gradienty jsou grad f (~a) = gradg(~a) = (−3, 3). Navíc f (~a) = 2 a g(~a) = −4. Jaký tvar má Hessova

matice funkce h(x, y) = f (x, y) · g(x, y)? Co lze vypozorovat ze tvaru matice H?

➎ (7 bodů)

Na Hilbertově prostoru H jistých funkcí definovaných na intervalu 〈0,+∞) je zadán skalární součin

〈

f |g〉 :=

∫ ∞

0

f (x)g(x) e−2x
dx.

Vypočtěte úhel, který v H svírají funkce f (x) = x2 a g(x) = x.

➏ (6 bodů)

Vypočítejte směrovou derivaci funkce f (x, y, z) = 10 arctg(xy + y2) + yz2 ve směru ~s = (2,−1,−2) v bodě

(x0, y0, z0) = (2, 1,−1).


