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➊ (9 bod·)

Nalezn¥te mo
ninnou °adu reprezentují
í hodnotu integrálu

∫ x

0

1
√

1+ y4
dy

a ur£ete její obor konvergen
e. Výsledek zapi²te do tvaru s ví
enásobnými faktoriály.

➋ (8 bod·)

Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n+1 x

x2 + n2

na mnoºin¥ 〈0,∞).

➌ (6 bod·)

Sestavte lineární diferen
iální rovni
i, pro níº

Ωq = [x, x2, x2
+ 3x]λ − 3x3.

➍ (9 bod·)

Nalezn¥te funk
i, která je sou£tem °ady

2− 7(x − 1)+
∞
∑

n=2

an(x − 1)n,

a zárove¬ °e²í diferen
iální rovni
i

y′′ +
3y′

x
− 3y

x2
= 21x2.

Koe�
ienty an nejsou známy.

➎ (8 bod·)

Ov¥°te, zda funk
ionální posloupnost, jejímº n−tým £lenem je funk
e

gn(x) = e−xn (

1− e−x)n − e−x,

stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ 〈0,∞).
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➊ (8 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

(x − 3y − 1)(1− 3y′) + yy′ = 0.

Nalezn¥te °e²ení pro
házejí
í bodem (x0, y0) = (5, 1). Má toto °e²ení n¥jaké pr·niky s osou x? Pokud ano,

nalezn¥te je!

➋ (9 bod·)

Nalezn¥te funk
i, která je sou£tem °ady

3
2
π +

(

3+
π

2

) (

x − π
2

)

+

∞
∑

n=2

an

(

x − π
2

)n
,

a zárove¬ °e²í diferen
iální rovni
i

x2 sin(x) y′′ − [2 sin(x) + x cos(x)] (xy′ − y) = 0.

Koe�
ienty an nejsou známy.

➌ (8 bod·)

Nalezn¥te sou£tovou funk
i funk
ionální °ady

∞
∑

n=1

(−1)n+1

2n2 + n
x2n

a její de�ni£ní obor.

➍ (9 bod·)

Rozhodn¥te, zda lze °adu funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n

n

√

x2 + n

derivovat na intervalu (−1, 1) £len po £lenu. Podrobn¥ zd·vodn¥te!

➎ (6 bod·)

Nalezn¥te Ma
laurinovu °adu funk
e

g(x) = sin2(x),

její obor konvergen
e a dokaºte p°íslu²nou rovnost mezi funk
í g(x) a sou£tem vypo£tené °ady.
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➊ (11 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

xy′′ − 3y′ = −8x
1+ 2x2

(1+ x2)2
.

➋ (9 bod·)

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í
( fn(x))∞n=1 na mnoºin¥ M = 〈0,∞), je-li

fn(x) =

(

3
x

n2
+ 2

x2

n3

)

e
− x

n .

➌ (7 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(

4n

n3
+

5n

√
n

)

xn.

➍ (8 bod·)

Sestavte mo
ninnou °adu reprezentují
í hodnotu integrálu

∫ x

0

1
√

1+ y3
dy

a vy²et°ete její obor konvergen
e. Hledanou mo
ninnou °adu zapi²te ve tvaru s dvojnými faktoriály.

➎ (5 bod·)

Rozhodn¥te a °ádn¥ zd·vodn¥te, je-li operátor

L̂ = x2 d
2

dx2
+ 6x

d

dx
+ 1

lineární, a na základ¥ zji²t¥ného výsledku popi²te n¥které zásadní vlastnosti mnoºiny v²e
h °e²ení rovni
e

L̂(y) = 0. Co je de�ni£ním oborem uvedeného operátoru?
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➊ (7 bod·)

Sestavte kanoni
ký tvar t°ídimenzionální kvadrati
ké formy

−4x2
+ 4xy − 4y2

+ 9z2

a na jeho základ¥ stanovte typ de�nitnosti této formy a ur£ete ob¥ signatury a název kvadriky −4x2
+ 4xy −

4y2
+ 9z2

= 2.

➋ (7 bod·)

Ne
h´ je dán metri
ký prostor R2
s metrikou ̺(~a, ~b) = |a1 − b1| + ⌈|a2 − b2|⌉. Vykreslete okolí bodu (0, 0) o

polom¥ru rovném t°em. Dále rozhodn¥te, je-li n¥která z posloupností

(~an)∞n=1; ~an = (
1
n
, 0);

(~bn)∞n=1; ~bn = (0,
1
n

);

v tomto prostoru konvergentní. Vysv¥tlete.

➌ (8 bod·)

Nalezn¥te °e²ení diferen
iální rovni
e

(y + x − 4x2y) y′ = 4xy2 − x − y

pro
házejí
í bodem (x0, y0) = (−1, 2).

➍ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

x2y′′′ + (3x2
+ 2x)y′′ + (3x2

+ 4x − 2)y′ + (x2
+ 2x − 2)y = 0

víte-li, ºe jedním z °e²ení je jistá exponen
iální funk
e.

➎ (9 bod·)

Jakou kuºelose£ku reprezentuje °e²ení diferen
iální rovni
e

2y′ + 3
y + 6x
y + 3x

=
y
x

vyhovují
í podmín
e y(1) = −6. Ur£ete její st°ed, existuje-li.
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➊ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

y′′ + 2y′ + 5y = 16e−x cos(2x).

➋ (8 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

y′ + (x2 − 4)
y
x
=

x9

y
,

jeº je zadána spole£n¥ s podmínkou y(1) = −2.

➌ (7 bod·)

Sestavte kanoni
ký tvar t°ídimenzionální kvadrati
ké formy

2x2 − 2xy + 2y2 − 3z2

a na jeho základ¥ stanovte hodnotu záporného indexu setrva£nosti této formy a rozhodn¥te, jakou kvadriku

reprezentuje rovni
e 2x2 − 2xy + 2y2 − 3z2
= µ pro r·zné hodnoty µ ∈ R.

➍ (7 bod·)

V Hilbertov¥ prostoru jistý
h funk
í de�novaný
h na (0,+∞) je zadán skalární sou£in prost°edni
tvím vztahu

∫ ∞

0
f (x)g(x)e−x

dx.

Rozhodn¥te, zda posloupnost ( 1
n! xn
e
−x)∞n=1 je v tomto prostoru konvergentní.

➎ (9 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

x2y′′′ + (2x − 6x2)y′′ + (12x2 − 8x − 2)y′ + (4+ 8x − 8x2)y = 0

víte-li, ºe jedním z °e²ení je jistá exponen
iální funk
e.
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➊ (3 body)

Ne
h´ H je Hilbert·v prostor nad t¥lesem C. Pro libovolné dva vektory ~x, ~y ∈ H a £íslo α ∈ C maximáln¥

zjednodu²te výraz

‖~x + α~y‖2 + ‖~x − α~y‖2.

➋ (7 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

xy′′ − (6x + 1)y′ + (9x + 3)y = 24x3
e

3x.

Uºijte faktu, ºe vektorový prostor

V = {

y(x) ∈ C
3(R) : xy′′ − (6x + 1)y′ + (9x + 3)y = 0 ∧ y′′′ − 6y′′ + 9y′ = 0

}

má dimenzi jedna.

➌ (8 bod·)

Nalezn¥te formální °e²ení diferen
iální rovni
e

2y′ =
x + 2y
y − x

a rozhodn¥te, jakou regulární kuºelose£ku p°edstavuje.

➍ (4 body)

Ne
h´ je na vektorovém prostoru R2
zadána norma p°edpisem ‖~x‖ := 2|x1| + 3|x2|. Ne
h´ χ(~x, ~y) je metrika

generovaná touto normou. Do obrázku (na druhé stran¥ tohoto zadání) detailn¥ na£rtn¥te tvar okolí H6(1, 2).

➎ (9 bod·)

Kvadrati
kou plo
hu

Q(x, y, z) = −1− 2x + x2
+ 8y − 8xy + 17y2 − 8z + 6xz − 22yz + 10z2

= 0

p°eve¤te na normální tvar Q(ξ, η, λ) a stanovte její signatury, regularitu, název, polární bázi a normalizují
í

transforma
i. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují!

➏ (9 bod·)

Nalezn¥te v²e
hna °e²ení oby£ejné diferen
iální rovni
e

x3y′′′ − 2x2y′′ − 8xy′ + 20y =

(

28
x

)2

.



x
2

x
1
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➊ (10 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

xy′′′ + (5− 6x)y′′ + (12x − 20)y′ + (20− 8x)y = 0

víte-li, ºe jedním z °e²ení je jistá exponen
iální funk
e.

➋ (6 bod·)

V Hilbertov¥ prostoru jistý
h funk
í de�novaný
h na intervalu 〈0, 1〉 se skalárním sou£inem

∫ 1
0 f (x)g(x)dx

nalezn¥te v²e
hny monomy, které svírají s funk
í a(x) = x úhel 30◦.

➌ (9 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

x2
+ 2xy + 2xz − 4x + 6yz − 6y − 4z2 − 4z = 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar, název a st°ed. Dále stanovte p°íslu²nou normalizují
í trans-

forma
i a p°eve¤te ji do mati
ového tvaru. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➍ (8 bod·)

Lze nebo nelze Weierstrassovým kritériem rozhodnout, zda °ada

∞
∑

n=1

(−1)n+1

√
n

√

1− n2

x2 + n2

konverguje na mnoºin¥ A = 〈0,+∞) stejnom¥rn¥? Detailn¥ vysv¥tlete!

➎ (9 bod·)

Sestavte Ma
laurinovu °adu funk
e g(x) = (1 − 3x)−2/3
a ur£ete její obor konvergen
e. Tvar °ady upravte s

pomo
í ví
enásobný
h faktoriál·.

Pro ud¥lení zápo£tu je nutno získat alespo¬ 21 bod·.


