
CELKEM1

Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikálně inženýrské ČVUT v Praze

Příjmení a jméno 2 3 4 5 6

Zápo£tová písemná prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01MAB3 � varianta A

úterý 19. listopadu 2019, 13:20�15:20

Ve vyzna£ené kolon
e vypl¬te své jméno a p°íjmení a pod ní uve¤te jméno va²eho 
vi£í
ího/
vi£í
í. Na lavi
i p°ipravte

index, pop°. jiný doklad umoº¬ují
í va²i identi�ka
i.

➊ (2 body)

Dopl¬te následují
í implika
i a své tvrzení dokaºte.

z(x),w(x) ∈ Ωq ⇒ 2w(x) − z(x) ∈

➋ (5 bod·)

Vy²et°ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

3n n!
(2n + 1)!!

xn.

➌ (7 bod·)

Ve vektorovém prostoru [1, x, x2, x3, x4, x5, x6, x7]λ nalezn¥te polynom, který nejlépe aproximuje hodnotu in-

tegrálu

∫ x

0

1
√

y3 + 1
dy.

➍ (9 bod·)

Jedním z °e²ení diferen
iální rovni
e

x2y′′ + (4x2 − 7x)y′ + (4x2 − 14x + 15)y = 24xe−2x

je funk
e xe−2x(3 + x2). Jak vypadá 
elý prostor °e²ení této rovni
e?

➎ (9 bod·)

Lze nebo nelze Weierstrassovým kritériem rozhodnout o stejnom¥rné konvergen
i °ady

∞
∑

n=1

(−1)n (x − 1)2n(5 − x)2n

n · 25n

na intervalu I = (0, 5)?

➏ (8 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu

(2x − 1)y′′ + (4x2 − 4x − 1)y′ = 0, y(1) = 2, y′(1) = 3.
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Ve vyzna£ené kolon
e vypl¬te své jméno a p°íjmení a pod ní uve¤te jméno va²eho 
vi£í
ího/
vi£í
í. Na lavi
i p°ipravte

index, pop°. jiný doklad umoº¬ují
í va²i identi�ka
i.

➊ (2 body)

Dopl¬te následují
í implika
i a své tvrzení dokaºte.

z(x),w(x) ∈ Ωq ⇒ w(x) − z(x) ∈

➋ (8 bod·)

Lze nebo nelze Weierstrassovým kritériem rozhodnout o stejnom¥rné konvergen
i °ady

∞
∑

n=1

(−1)n+1 (x2 − 1)2n

√
n · 9n

na intervalu I = (−1, 2)?

➌ (7 bod·)

Ve vektorovém prostoru [1, x, x2, x3, x4, x5, x6, x7]λ nalezn¥te polynom, který nejlépe aproximuje hodnotu in-

tegrálu

∫ x

0

1
3
√

y2 + 1
dy.

➍ (6 bod·)

Formálním °e²ením diferen
iální rovni
e

y′ · (5y − 2x − 4) = 2y − x − 1

je k°ivka z obrázku. Nalezn¥te její rovni
i.
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➎ (9 bod·)

Rovni
i

x2(1 − 2x)y′′ − x(4 − 11x + 4x3)y′ + 2(3 − 9x + x2
+ 5x3 − 2x4)y = 2x4(1 + x − 2x2)

°e²í funk
e x2(1 + e−x) a x2(1 + 2e−x). Nalezn¥te v²e
hna její °e²ení.

➏ (8 bod·)

Rozhodn¥te o typu konvergen
e posloupnosti funk
í

(

fn(x)
)∞
n=1 na mnoºin¥ I = (0,∞), kde

fn(x) =
12x2n2 − 2xn + 1

4x2n2 − 2xn + 1
.
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➊ (9 bod·)

Nalezn¥te funk
i y(x), jeº °e²í diferen
iální rovni
i

(4x − 2)y′′ + 2y′ − 6
(

y′
)3
= 0

a vyhovuje podmínkám y(0) = 1 a y′(0) = 1.

➋ (8 bod·)

Nalezn¥te obor konvergen
e O mo
ninné °ady

∞
∑

n=2

(2n + 1)!!
(2n + 2)!!

xn

n

a rozhodn¥te, zda zadaná °ada konverguje stejnom¥rn¥ na O. �ádn¥ zd·vodn¥te!

➌ (6 bod·)

Ne
h´ a > 0 je zvoleno pevn¥. P°ímou metodu (tj. dosazením do de�ni£ního vztahu a bez pouºití rozvoj·

elementární
h funk
í) sestavte Ma
laurinovu °adu funk
e

g(x) = ln(1 + ax),

nalezn¥te její obor konvergen
e a prokaºte, ºe sou£tem získané °ady je skute£n¥ funk
e g(x).

➍ (8 bod·)

Rozhodn¥te, zda platí rovnost

lim
n→∞

∫ 100

0

√
n3 ln(n) x4

1 + n4x8
dx =

∫ 100

0
lim
n→∞

√
n3 ln(n) x4

1 + n4x8
dx.

Detailn¥ zd·vodn¥te!

➎ (3 body)

Sestavte diferen
iální rovni
i, pro níº Ωq = [1, x2, x2
+ 4]λ + 8x.

➏ (6 bod·)

Nalezn¥te obor konvergen
e a sou£et mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

n(n + 1)xn.
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➊ (10 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu

y′′′ +
3
x

y′′ − 2

x2
y′ +

2

x3
y =

2
x

s podmínkami y(1) = 11
2 , y′(1) = −1, y′′(1) = 12.

➋ (6 bod·)

Nalezn¥te v²e
hna a ∈ R tak, aby funk
e f (x) =
√

x a g(x) = a
√

x m¥ly v Hilbertov¥ prostoru H se skalárním

sou£inem

〈

f |g〉 :=
∫ ∞

0
f (x)g(x)e−2x

dx

vzdálenost rovnou £ty°em.

➌ (6 bod·)

V metri
kém prostoru {R2, ̺} je dána mnoºina A (obrys £tver
e bez vnit°ku � viz obrázek na zadní stran¥

zadání). Okolí vybraného bodu (o polom¥ru ε) má tvar úse£ky z obrázku o dél
e 2ε. Do druhého obrázku

vyzna£te v²e
hny vnit°ní body mnoºiny A a slovn¥ vysv¥tlete, o 
o se opírá va²e úvaha. V rám
i °e²ení také

vyslovte de�ni
i vnit°ního bodu!

➍ (9 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

xy′′ − (4x + 1)y′ + (4x + 2)y = 6x2
e

2x.

Uºijte faktu, ºe vektorový prostor

V =
{

y(x) ∈ C3(R) : xy′′ − (4x + 1)y′ + (4x + 2)y = 0 ∧ y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0
}

má dimenzi jedna. Jakého tvaru je Ω0 pro vý²e uvedenou rovni
i t°etího °ádu?

➎ (9 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

4x + x2
+ 4y + 2xy + 2y2 − 12z − 6xz − 4yz + 10z2

= 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a název. Stanovte transforma
i, která zadanou plo
hu

normalizuje, a p°eve¤te ji do mati
ového tvaru. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.
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➊ (6 bod·)

Nalezn¥te v²e
hna a ∈ R tak, aby funk
e f (x) = x2
a g(x) = ax2

m¥ly v Hilbertov¥ prostoru H se skalárním

sou£inem

〈

f |g〉 :=
∫ ∞

0
f (x)g(x)e−x

dx

vzdálenost rovnou 4
√

6.

➋ (9 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

xy′′ − (6x + 1)y′ + (9x + 3)y = 24x3
e

3x.

Uºijte faktu, ºe vektorový prostor

V =
{

y(x) ∈ C3(R) : xy′′ − (6x + 1)y′ + (9x + 3)y = 0 ∧ y′′′ − 6y′′ + 9y′ = 0
}

má dimenzi jedna. Jakého tvaru je Ω0 pro vý²e uvedenou rovni
i t°etího °ádu?

➌ (6 bod·)

V metri
kém prostoru {R2, ̺} je dána mnoºina A (obrys £tver
e bez vnit°ku � viz obrázek na zadní stran¥

zadání). Okolí vybraného bodu (o polom¥ru ε) má tvar úse£ky z obrázku o dél
e 2ε. Do druhého obrázku

vyzna£te v²e
hny hrani£ní body mnoºiny A a slovn¥ vysv¥tlete, o 
o se opírá va²e úvaha. . V rám
i °e²ení

také vyslovte de�ni
i hrani£ního bodu!

➍ (9 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

4x + x2
+ 12y + 6xy + 8y2

+ 8z + 4xz + 8yz = 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a název. Stanovte transforma
i, která zadanou plo
hu

normalizuje, a p°eve¤te ji do mati
ového tvaru. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➎ (10 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu

y′′′ +
1
x

y′′ − 5

x2
y′ +

8

x3
y = 6x

s podmínkami y(1) = −1, y′(1) = 5
2 , y′′(1) = − 7

2 .
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