
Zápo£tová prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze A

24/10/2022, 10:00 � 11:40

V záhlaví vypl¬te své jméno a jméno 
vi£í
ího!

➊ (8 bod·)

Vysv¥tlete, zda lze aplika
í Weierstrassova kritéria rozhodnout o stejnom¥rné konvergen
i °ad

+∞
∑

n=1

(−1)n+1 (3n + 1)!!!
(n + 1)!

(

x2
e

1−3x2 )n
,

+∞
∑

n=1

(3n + 1)!!!
(n + 1)!

(

x2
e

1−3x2)n

na mnoºin¥ v²e
h reálný
h £ísel.

➋ (7 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

x(x − 2)y′ + y = −3x2
√

2 − x

za podmínky y(1) = 7.

➌ (7 bod·)

Ur£ete obor konvergen
e mo
ninné °ady

∞
∑

n=1

(2n − 1)!

(n!)2
(x − 1)n.

➍ (9 bod·)

Diri
hletovým kritériem rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady funk
í

∞
∑

n=1

(−1)n+1 x

x2 + n2

na mnoºin¥ 〈0,∞).

➎ (9 bod·)

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i posloupnosti funk
í

(

x +
x2n2

x2n2 + xn + 1

)∞

n=1

na mnoºin¥ (0,∞). �ádn¥ komentujte!



Zápo£tová prá
e £. 1 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze N

9/11/2022, 10:00 � 11:40

V záhlaví vypl¬te své jméno a jméno 
vi£í
ího!

➊ (8 bod·)

Zkonstruujte Taylorovu °adu funk
e

g(x) =
1

3√
x − 1

v bod¥ x0 = 2 a stanovte její obor konvergen
e. Výsledek upravte do tvaru s ví
enásobnými faktoriály.

➋ (9 bod·)

Rozhodn¥te, zda platí rovnost

∫ 4

0

∞
∑

n=1

(n − 1)!
(2n + 1)!!

xn(4 − x)n

2n dx =
∞
∑

n=1

∫ 4

0

(n − 1)!
(2n + 1)!!

xn(4 − x)n

2n dx.

➌ (7 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

xy′ − 2(x + 1)y = 18x4
e

5x.

➍ (9 bod·)

Rozhodn¥te, zda °ada funk
í

∞
∑

n=2

x

(n2 x2 + 1) ln3/2(n)

konverguje na mnoºin¥ I = (−∞,∞) stejnom¥rn¥.

➎ (7 bod·)

Nalezn¥te Ma
laurinovu °adu funk
e

g(x) = tg(3x) + tg(x),

její obor konvergen
e.



Zápo£tová prá
e £. 2 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze A

28/11/2022, 10:00 � 11:40

V záhlaví vypl¬te své jméno a jméno 
vi£í
ího!

➊ (8 bod·)

Nalezn¥te sou£tovou funk
i °ady

∞
∑

n=0

x4n

(4n)!

a její de�ni£ní obor. Návod: �adu £ty°ikrát derivujte a výsledek porovnejte s p·vodní °adou. Získáte tak

diferen
iální rovni
i, k níº lze snadno najít p°íslu²nou Cau
hyovu úlohu. Tu poté vy°e²te.

➋ (8 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

y(4)
+ 2y′′′ − 2y′ − y = 36e−x.

Jakého tvaru jsou pro tuto rovni
i prostory Ω0 a Ωq?

➌ (9 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu

x3y′′′ + 5x2y′′ − xy′ − 8y = 0,
(

y(1), y′(1), y′′(1)
)

= (−1, 11,−19).

➍ (8 bod·)

�e²te diferen
iální rovni
i

x3y′′′ + (4x3 − 6x2)y′′ + (18x − 16x2
+ 4x3)y′ + (−24 + 24x − 8x2)y = 0.

Uºijte faktu, ºe ve fundamentálním systému této rovni
e leºí funk
e y(x) = x2.

➎ (7 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení diferen
iální rovni
e

x2y′ + 5y2 − 2xy = 0

vyhovují
í podmín
e y(5) = 1
2 .



Zápo£tová prá
e £. 2 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze N

19/12/2022, 12:00 � 13:40

V záhlaví vypl¬te své jméno a jméno 
vi£í
ího!

➊ (9 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

xy′′ − (4x + 1)y′ + (4x + 2)y = 6x2
e

2x.

Uºijte faktu, ºe vektorový prostor

V =
{

y(x) ∈ C3(R) : xy′′ − (4x + 1)y′ + (4x + 2)y = 0 ∧ y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0
}

má dimenzi jedna. Jakého tvaru je Ω0 pro vý²e uvedenou rovni
i t°etího °ádu?

➋ (6 bod·)

Nalezn¥te °e²ení diferen
iální rovni
e

(y + x − 4x2y) y′ = 4xy2 − x − y

pro
házejí
í bodem (x0, y0) = (−1, 2).

➌ (9 bod·)

Nalezn¥te sou£et mo
ninné °ady

∞
∑

n=0

8n+1 x3n

(3n)!

Návod: �adu t°ikrát derivujte a výsledek porovnejte s p·vodní °adou. Získáte tak diferen
iální rovni
i, k níº

lze snadno najít p°íslu²nou Cau
hyovu úlohu. Tu poté vy°e²te.

➍ (8 bod·)

�e²te Cau
hyovu úlohu

x3y′′′ + 5x2y′′ − xy′ − 8y = 0

y(1) = −1 & y′(1) = 11 & y′′(1) = −19.

➎ (8 bod·)

Nalezn¥te maximální °e²ení oby£ejné diferen
iální rovni
e

y′′ − cotg(x) y′ =
3

sin3(x)
.



Zápo£tová prá
e £. 3 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze A

19/12/2022, 12:00 � 13:40

V záhlaví vypl¬te své jméno a jméno 
vi£í
ího!

➊ (6 bod·)

Jaký úhel svírají funk
e x2
a x v Hilbertov¥ prostoru, v n¥mº je skalární sou£in zadán vztahem

∫ ∞

0
f (x)g(x)e−2x

dx ?

A jakou mají tyto funk
e vzdálenost? Btw, m·ºe se hodit:

∫ ∞
0 xn

e
−ax
dx = n!

an+1

➋ (9 bod·)

Prov¥°te, zda má funk
e

f (x, y) =















y5x+2y
x+y . . . x , −y,
xy . . . x = −y,

v bod¥ (0, 0) a) gradient, b) totální diferen
iál, 
) sm¥rovou deriva
i ve sm¥ru ~s = (1, 1).

➌ (5 bod·)

Pro jaké α ∈ R je bod (11, 3) hrani£ním bodem okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 5 v Hilbertov¥ prostoru R2

se skalárním sou£inem

(x1, x2)

(

4 −12
−12 α

) (

y1

y2

)

?

Neopome¬te prov¥°it, zda uvedený p°edpis pro zji²t¥né α skute£n¥ skalární sou£in zadává!

➍ (8 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

x2
+ 4xy − 10xz + 2x + 3y2 − 26yz − 2y − 28z − 9 = 0

nalezn¥te ob¥ signatury a st°ed. O jakou kvadriku se jedná (ur£ete název)?

➎ (5 bod·)

Jaký úhel svírají gradienty funk
í

f (x, y, z) = xy2
+ 4zx2 − 15x, g(x, y, z) = −y + z + (−x + y + z)3

v bod¥ (x0, y0, z0) = (−1, 1,−2) ?

➏ (7 bod·)

Vykreslete okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 12 v prostoru s metrikou ̺(~x, ~y) = 2|x1 − y1| + 4⌈|x2 − y2|⌉ a poté

rozhodn¥te, která z posloupností

(~an)∞n=1 =

(

1
n
,

1
n

)∞

n=1
& (~bn)∞n=1 =

(

1
n
, 0

)∞

n=1
& (~cn)∞n=1 =

(

0,
1
n

)∞

n=1

je v metri
kém prostoru {R2, ̺} konvergentní a která naopak ne.



Zápo£tová prá
e £. 3 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze B

5/1/2023, 9:30 � 11:10

➊ (8 bod·)

V metri
kém prostoru {R2, ̺} s metrikou

̺(~x, ~y) = ⌈2 |x1 − y1|⌉ + 2 ⌈|x2 − y2|⌉

vykreslete tvary okolí U5(0, 0) a U6(0, 0) a rozhodn¥te, zda je mnoºina G = 〈−1, 1〉 × 〈−1, 1〉 otev°ená nebo

uzav°ená.

➋ (6 bod·)

V Hilbertov¥ prostoru H = [x, x2, x3]λ je skalární sou£in zaveden p°edpisem

∫ 1

−1
f (x)g(x) dx .

Nalezn¥te v²e
hny funk
e z prostoru H, které jsou sou£asn¥ kolmé k funk
ím f (x) = x + x3
a g(x) = x − x3

a

jeji
h norma je rovna

√
10.

➌ (6 bod·)

Pro funk
i

g(x, y) =















xy2

x2+9y4 d x , 0 ∨ y , 0,

0 d x = 0 ∧ y = 0,

nalezn¥te posloupnost (~an)∞n=1, která konverguje k nule, a pro níº je limitou funk£ní
h hodnot g(~an) £íslo −1/6.

➍ (8 bod·)

Kvadrati
kou funk
i x2 − 12xy + 6xz + 32y2 − 28yz + 5z2
lze regulární transforma
í p°evézt pouze na jedinou

z funk
í

f (a, b, c) = a2
+4b2−c2, g(a, b, c) = −a2−2ab−2ac+4bc+8c2 , h(a, b, c) = a2−b2−c2.

Na kterou? Vysv¥tlete pro£ a zmín¥nou regulární transforma
i najd¥te.

➎ (5 bod·) Pro která µ ∈ R zadává forma

~x⊺











































1 0 0 0 µ
0 1 0 µ 0
0 0 4 0 0
0 µ 0 1 0
µ 0 0 0 1











































~y

skalární sou£in na R5 ?

➏ (7 bod·)

Jaký geometri
ký útvar je grafem funk
e

f (x, y) = x2
+ 4xy + 8x + 5y2

+ 18y + 17 ?

Ve kterém bod¥ má tato funk
e nejniº²í funk£ní hodnotu a jaká je v n¥m hodnota gradientu? �ádn¥ vysv¥tlete.



Zápo£tová prá
e £. 3 z p°edm¥tu 01ANB3 � verze C

10/1/2023, 9:30 � 11:10

➊ (5 bod·)

Ne
h´ je na vektorovém prostoru R3
zadána norma p°edpisem ‖~x‖ := 3|x1| + 2|x2| + 7|x3|. Ne
h´ ̺(~x, ~y) je

metrika generovaná touto normou. Rozhodn¥te, zda je posloupnost

−→xn =

(

1

n2
,

2n2
+ 3

n2
,− 1

n2
− 8

)

v metri
kém prostoru {R3, ̺} konvergentní.

➋ (10 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

2 − 2x + x2 − 2xy + 2y2
+ 2z + 8xz − 16yz + 32z2

= 0

stanovte hlavní a vedlej²í signaturu, normální tvar a název. Stanovte transforma
i, která zadanou plo
hu

normalizuje. Numeri
ké 
hyby se v tomto p°íklad¥ netolerují.

➌ (9 bod·)

Ne
h´ je dána funk
e

f (x, y) =



















2y2(x−3)2
√

y2+(x−3)2
− x + 3y + 7 . . . (x, y) , (3, 0),

4 . . . (x, y) = (3, 0),

Nalezn¥te v²e
hny p°ímky, vzhledem k nimº je tato funk
e spojitá v bod¥ (3, 0). Dále vypo£ítejte ∂ f
∂~s (3, 0) pro

~s = (2, 1).

➍ (6 bod·)

Na prostoru C(〈−1, 1〉) je de�nován skalární sou£in p°edpisem

〈

f |g〉 :=
∫ 1
−1 x2 f (x)g(x) dx. Ne
h´ je v C(〈−1, 1〉)

zadána mnoºina

M =
{

f (x) = ax : a ∈ (
√

5,
√

7)
}

.

Vypo£t¥te vzdálenost dist(x2,M) funk
e x2
od mnoºiny M.

➎ (3 body)

Vykreslete okolí bodu (0, 0) o polom¥ru ε = 16 v metri
kém prostoru s metrikou

̺(~x, ~y) = 4
√

|x1 − y1| + 2|x2 − y2|.

➏ (7 bod·)

Pro která β ∈ R zadává vztah

(x1, x2, x3)





















β −1 −1
−1 β −1
−1 −1 β









































y1

y2

y3





















skalární sou£in v R3 ?



Opravná zápo£tová prá
e z p°edm¥tu 01ANB3

16/1/2023, 10:00 � 11:40

➊ (6 bod·)

Pro která c ∈ R je kvadrati
ká forma

(x1, x2, x3)





















−1 c c
c −1 c
c c −1









































x1

x2

x3





















negativn¥ de�nitní a pro která negativn¥ semide�nitní?

➋ (8 bod·)

�e²te oby£ejnou diferen
iální rovni
i

2y′′′ + 6y′′ − 8y = 27ex − 16x.

➌ (8 bod·)

Rozhodn¥te o stejnom¥rné konvergen
i °ady

∞
∑

n=1

(−1)n 4x

(x2 + 2n2)3/2

na intervalu 〈0,+∞).

➍ (8 bod·)

Pro kvadrati
kou plo
hu

4x2 − 4xy − 12xz + 12x + y2
+ 6yz − 6y + 9z2 − 18z + 8 = 0

nalezn¥te ob¥ signatury. O jakou kvadriku se jedná (ur£ete název)?

➎ (6 bod·)

Nalezn¥te mnoºinu, vzhledem k níº je funk
e

g(x, y) =















x + 2 + 125x6

(9x4+y2)3/2 d (x, y) , (0, 0),

3 d (x, y) = (0, 0),

v bod¥ (0, 0) spojitá.

Pro ud¥lení zápo£tu je nutno získat alespo¬ 18 bod·.


