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Přírodovědecká fakulta

Katedra fyziky

Statistické vlastnosti dopravní mikrostruktury
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Úvod

Pǒcátky teorie dopravního proudu lze datovat do 30. let minulého století. Obliba automobilismu
postupňe narůstala a s ní i počet vozidel na komunikacích. Při pohybu ňekolika málo vozidel na
jistém úseku silnice nebo dálnice nebylřidič p̌ri jízdě ostatními vozidly prakticky nijak omezován.
P̌ri vzrůstajícím pǒctu vozidel však nastávaly situace, jež jsou pro současné̌ridiče denním chlebem
- dopravní kongesce způsobené nejčasťeji pomalejším vozidlem, které nebylo možné předjet. Tento
stav vyvolal v oblasti dopravního inženýrství potřebu popsat a kvantifikovat dopravní proud i sou-
visející dopravní velǐciny a s jejich pomocí získat informaci o kapacitě dané komunikace. Tyto
údaje byly samožrejmě neméňe důležité i p̌ri projektování nových dálnic a křižovatek. První rele-
vantní popis dopravního toku na dálnici provedl ve svých studiích Bruce D. Greenshields, viz [1],
[2].

Fundamentální veličinou je pro teorii dopravního proudu a dopravní aplikace odstup vozidel.
Lze si ho zjednodušeně p̌redstavit jako vzdálenost mezi předními (nebo zadními) nárazníky dvou
následujících vozidel. Odstupy zřejmě charakterizují rozložení vozidel na silnici a jsou úzce sp-
jaty s významnými makroskopickými dopravními veličinami - dopravní intenzitou a hustotou.
V odstupu dvou sousedních vozidel se také odráží chovánířidiče sledujícího vozidla, tedy reakce
řidiče na způsob jízdy předcházejícího vozidla. Tato veličina popisuje parametry makroskopického
dopravního proudu i mikroskopické chování jednotlivých vozidel zároveň. Jednoduchou představu
o uřcování odstupů (̌ci světlostí) můžeme získat na obr. 1.
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Obrázek 1: Znázorňení trajektorií 4 vozidel a prostorových ičasových odstupů mezi
vozidly

Každá trajektorie znázorňuje pozice jednoho vozidla (např. na daném úseku dálnice) v závis-
losti načase. Pozorujeme-li průjezd vozidel (jejich předních nebo zadních nárazníků) pevně zvole-
ným bodem, získáměcasové odstupyt1, t2, t3. Pokud bychom naopak studovali vzdálenosti vozidel
v konkrétním okamžiku, dostaneme prostorové odstupys1, s2, s3.

Odstupy vozidel na reálných komunikacích jistě nejsou konstantní, což dokládajíčetná do-
pravní m̌ěrení. Ovlivňujících faktorů je ňekolik, jedním z hlavních důvodů může být odlišné vnímání
podňetu jednotlivýmǐridiči či jejich odlišné reakce. Stojíme tak před otázkou, zda lze pro fyzikální
systém dopravního proudu použít popis deterministickýči stochastický. Chování každéhořidiče
je náhodilé, náhodné, nemůžeme s jistotou o žádném vozidleříci, v jaké pozici se bude nacházet
za okamžik, deterministický přístup tedy aplikovat nelze. Zjevně má tedy smysl zkoumat sys-
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tém z pohledu stochastického a hledat statistické rozdělení odstupů, jež popisuje pravděpodobnost
výskytu konkrétní hodnoty odstupu, případňe intervalu odstupů. Za tímto účelem byla navržena a
publikovánařada distribǔcních modelů. První zdokumentovaný návrh modelu statistiky odstupů
pro reálný dopravní tok pochází ze 30. let minulého století [3] a využívá normální a exponenciální
rozďelení. Touto prací se následně inspirovalo mnoho dalších autorů, viz [5], [6], [7], [4], včetňe
soǔcasníků [8], [9]. Nejprve se jednalo spíše o ad hoc modely, později se objevily snahy prediko-
vat statistické vlastnosti dopravní mikrostruktury modifikací známých fyzikálních a matematic-
kých modelů. P̌ristupovalo se tak k různým třídám známých distribucí (exponenciální, posunuté
exponenciální, Erlangovo, Gamma, log-normálníči GIG rozďelení) a jejich aplikaci na empirická
data. Na poli modelování odstupů vozidel (Vehicular Headway Modeling - VHM), jak se tato
základní disciplína fyziky dopravy označuje, i v soǔcasné dob̌e probíhá intenzivní výzkum. Po-
drobný p̌rehled historického vývoje statistického dopravního modelování včetňe velmi názorného
schématu uvádí práce [10].

3



Základní pojmy a veličiny dopravního proudu

Dynamika vozidel je komplexní v̌edecká disciplína zahrnující mnoho zajímavých odvětví. Jedním
z nich je práv̌e Vehicular Headway Modeling (VHM), která analyzuje a předpovídá zm̌eny do-
pravní mikrostruktury vynucené vnějšími vlivy (hustota provozu, intenzita nebo průměrná rychlost).
Typickými p̌redstaviteli dopravních mikroveličin jsou individuální rychlost,̌casový a prostorový
odstup (headway) nebočasová a prostorová světlost (clearance).

Z pohledu matematiky p̌redstavují všechny tyto veličiny náhodné velǐciny. Můžeme je charak-
terizovat hustotou pravděpodobnosti (pro odstupy nebo světlosti), která patří do uřcité skupiny
distribucí. Parametry těchto distribucí se v průběhučasu rychle m̌ení, a proto jsou výrazně závislé
na aktuálních hodnotách hustoty%, intezity I a prům̌erné rychlostiV dopravního proudu. Tato
skutěcnost vylǔcuje možnost použití standardních statistických postupů na kompletní datové záz-
namy. Vyžaduje naopak použití komplexních metod aplikovaných na dílčí vzorky datového záz-
namu.

Typický vzorek dopravních dat

Pro m̌ěrení vlastností jednotlivých vozidel v dopravním proudu existuje mnoho technologií.
Obvykle jsou rozďeleny do dvou kategorií:

• intrusivní (indukční smy̌cky, piezoelektrické kabely, aktivní infračervené senzory atd.)

• neintrusivní(pasivní infrǎcervené senzory, detekční drony, ultrazvukové senzory, zpracování
obrazu, atd).

Pokud je však cílem analyzovat rozsáhlou množinu údajů (tzv.Big Data), většina ťechto metod
není vhodná, protože poskytují pouze omezené množství dat. Naproti tomu dvousmyčkové in-
dukční detektory, které jsou běžňe dostupné, tento nedostatek nemají. Proto v dalším textu uvažu-
jeme data získaná pomocí magnetických smyček nebo obdobné technologie. Dvousmyčkové in-
dukční detektory sěradí mezi intrusivní m̌ěricí metody. Umist’ují se pod vozovku a fungují na
principu zm̌eny efektivního nap̌etí LC obvodu, kdy průjezd vozidla způsobí jeho pokles. Ze změny
elektromagnetického pole dvousmyčky lze pak vyvodit požadované dopravní mikroveličiny. De-
tektory dokáží p̌rímo mě̌rit čas protnutí vstupní linie detektoru ačas protnutí výstupní linie detek-
toru (opušťení detektoru) viz obr. 2, rychlost vozidel a jejich délku.

Typickým atributem dat, která jsou získávána výše uvedeným způsobem, je to, že byla mě̌rena
ve stejné̌casov̌e nem̌enné pozici (tzv.linie detektoru). Ve schématu na obr. 1 takovou linii detektoru
oznǎcuje vodorovná̌cára a symbol radaru. Uvažujme nyní dopravní proud v jednom pruhu (bez
újmy na obecnosti). Pak mají charakteristické výstupy dopravních mě̌rení žrejmě následujicí tvar

T(in) =
{
τ(in)

k ∈ R | k ∈ N̂ ∧ τ(in)
k−1 < τ

(in)
k ∧ τ(in)

0 := 0
}
,

T(out) =
{
τ(out)

k ∈ R | k ∈ N̂ ∧ τ(in)
k−1 < τ

(out)
k−1 6 τ

(in)
k < τ(out)

k ∧ τ(out)
0 := 0

}
,

Υ =
{
vk ∈ R+

0 | k ∈ N̂
}
,

Λ =
{
`k ∈ R+ | k ∈ N̂

}
,

kdeT(in) aT(out) jsou množiny okamžikůτk, kdy p̌rední/zadní nárazníkk−tého vozidla protnul linii
detektoru aΥ aΛ udávají rychlostivk a délky`k jednotlivých vozidel. Analogicky lze tyto soubory
zavést pro libovolný jízdní pruh.
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Obrázek 2: Schématické znázornění typických výstupů z m̌ěrení dopravního proudu
prováďených za pomoci magnetické indukční dvousmy̌cky. (a) τ(a)

k−1 čas, kdy zadní

nárazník(k − 1)-ho vozidla p̌retnul výstupní hranu 1. detektoru. (b)τ(b)
k čas, kdy p̌rední

nárazníkk-tého vozidla p̌retnul vstupní hranu 1. detektoru. (c)τ(c)
k čas, kdy zadní nárazník

k-tého vozidla p̌retnul výstupní hranu 1. detektoru. (d)τ(d)
k čas, kdy p̌rední nárazník k-tého

vozidla p̌retnul vstupní hranu 2. detektoru. Převzato z [11].

Je-li p̌ri mě̌rení dvousmy̌ckou k dispozici navíc technologie zpracování obrazu, lze získat další
soubory dat

Ξ( f ront) =
{
ξ( f ront)

k ∈ R | k ∈ N̂ ∧ ξ( f ront)
k < ξ( f ront

k−1 ∧ ξ( f ront)
0 := +∞

}
,

Ξ(rear) =
{
ξ(rear)

k ∈ R | k ∈ N̂ ∧ ξ(rear)
k < ξ( f ront)

k 6 ξ(rear)
k−1 < ξ( f ront)

k−1 ∧ ξ(rear)
0 := +∞

}
.

Vyjadřují údaje o pozici p̌redních/zadních nárazníků v konkrétnímčase. Tento zdvojený způsob
mě̌rení se však provádí jen v ojedinělých p̌rípadech, takže aktuální poziceξk (na rozdíl oďcasových
okamžiků τk) paťrí k nep̌rímo uřceným (odvozeným) dopravním veličinám. Časové údajeτk,
rychlostivk a délky`k vozidel proto oznǎcujeme jakoprimární veličiny,zatímco aktuální umístění
ξk se oznǎcují jakosekundární veličiny.Primární velǐciny jsou p̌rímo mě̌ritelné detektorem, a tudíž
nejsou ovlivňeny žádnou systematickou chybou.

Náhodná proměnná z pohledu VHM

Časový odstup(time headway) se v oblasti VHM obvykle definuje jakočasový interval mezi
detekcí p̌redního (resp. zadního) nárazníku vedoucího vozidla a detekcí předního (resp. zadního)
nárazníku následujícího vozidla.Prostorovým odstupem(space headway) se analogicky rozumí
vzdálenost mezi dv̌ema p̌redními nárazníky nebo dvěma zadními nárazníky dvou následujících
vozidel m̌ěrená v daném okamžiku. Krom̌e velǐciny odstup vozidel (headway) VHM̌casto pracuje
s pojmemsvětlosti vozidel(clearance).

Časová světlost(time clearance) p̌redstavujěcasový interval mezi dv̌ema následujícími událostmi:
1) zadní nárazník p̌redchozího vozidla protíná linii detektoru; 2) přední nárazník referenčního
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vozidla protíná linii detektoru.Prostorová světlost(distance clearance) je analogicky definována
jako mezera mezi vozidly m̌ěrená v daném̌case. Tyto charakteristiky ilustrují obr. 1 a obr. 3.
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Obrázek 3: Charakteristiky dopravního proudu získané za pomoci magnetické indukční
dvousmy̌cky (zk, tk) nebo metodami zpracování obrazu(rk, sk).

Nastínili jsme podstatu typických výstupů dopravních mě̌rení, nyní zavedeme výše zmíněné
pojmy více formálňe. Empirické hodnoty̌casového odstuputk, resp.časové světlostizk definuje
vztah

tk := τ(in)
k − τ

(in)
k−1, zk := τ(in)

k − τ
(out)
k−1 .

Prostorový odstupsk, resp.prostorová světlostrk jsou pak dány vztahem

sk := ξ( f ront)
k−1 − ξ( f ront)

k ,

resp.

rk := ξ(rear)
k−1 − ξ

( f ront)
k .

Časové odstupy/světlosti nejsou, jak již bylo zmíňeno, zatíženy žádnou systematickou chy-
bou. Zde je však nutné si uvědomit, že rovnosti pro odvození prostorových veličin sk = vktk,
rk = vkzk jsou p̌resňe platné pouze tehdy, když rychlostvk je po dobu trvání̌casového inter-
valu [τ(in)

k−1, τ
(in)
k ] konstantní. Pravďepodobnost, že tato podmínka bude splněna, není vysoká, a to

především v oblastech s velkýmičasovými odstupy (tj. v oblastech s malou hustotou provozu),
kde platí nerovniceτ(in)

k � τ(in)
k−1. To znamená, že m̌ěrení dvousmy̌ckou (bez dalšího zpracování

videa/fotografie) generujěcasové odstupy a světlosti jako primární prom̌enné, zatímco prostorové
odstupy a sv̌etlosti (s p̌rihlédnutím k metoďe sb̌eru dat) p̌redstavují sekundární proměnné a jejich
přibližné hodnotysk ≈ vktk, rk ≈ vkzk jsou nep̌resné.

Stochastická reprezentace odstupů vozidel

Všechny velǐciny zavedené v p̌redchozcí sekci p̌redstavují z matematického hlediska nezáporné
spojité náhodné prom̌enné, a jsou proto charakterizovány standardním statistickým popisem, tedy
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související hustotou pravděpodobnosti a distribǔcní funkcí (kumulovanou hustotou pravděpodob-
nosti).

Uvažujme nyní posloupnost(Xk)N
k=1 náhodných prom̌enných téhož typu (světlost, odstup). Ze

statistického hlediska reprezentují empirické odstupyxk jednotlivé realizace náhodných proměn-
nýchXk, a lze tedy pomocí standardních statistických metod modelovat distribuce příslušné náhod-
ným prom̌ennýmXk. Obecňe akceptovaný p̌redpoklad VHM uvádí, žeX1,X2, . . . ,XN podléhají
identickému rozďelení, pokud se jedná o analýzu homogenního dopravního toku, kde jsou makro-
skopické velǐciny (stavové proměnné)nem̌enné včase a nákladní vozidla se v něm vyskytují pouze
zřídka. Pro jisté zjednodušení se dříve využívala domňenka, že rozďelení odpovídající prom̌enným
X1,X2, . . . ,XN jsou identická a nezávislá. V mnoha analytických studiích to představuje užitěcný
(a zjednodušující) p̌redpoklad, nicméňe ve skutěcnosti je tato domňenka mylná. Korelace mezi
jednotlivými odstupy jsou podstatné a svěďcí o výrazné interakci meziřidiči, viz nap̌r. [12].

Makroskopické charakteristiky

Tři základní fázové prom̌enné popisující makroskopický stav souboru vozidel jsou

• dopravní hustota%(ξ, τ),

• dopravní intenzitaI(ξ, τ),

• průměrná rychlost dopravního prouděníV(ξ, τ).

Stav dopravního systému je těmito 3 velǐcinami plňe uřcen. Pro jejich korektní zavedení nej-
prve zadefinujme pojemvyhlazeného počtu částic. Vyjdeme ze souboru bezrozměrných vozidel
jedoucích za sebou v jednom pruhuM, která se v daný okamžikτ nacházejí na pozicíchα1(τ) >
α2(τ) > . . . > αM(τ). Necht’ p(x|σ) ∈ C 2(R) je libovolná hustota pravďepodobnosti o střední
hodnoťeµ = 0 a sm̌erodatné odchylceσ. Po výb̌eru vhodné generující hustoty pravděpodobnosti
lze zavéstvyhlazený počet částicrovnicí

N(ξ, τ) :=
∫ ξ

−∞

M∑

k=1

p(y − αk(τ)|σ) dy.

Za generující hustotu pravděpodobnosti sěcasto volí hustota normálního rozdělení

p(x|σ) =
1

σ
√

2π
e
− x2

2σ2 ,

z níž pro vyhlazený pǒcetčástic plyne konkrétní tvar

N(ξ, τ) :=
∫ ξ

−∞

M∑

k=1

1

σ
√

2π
e
− (y−αk(τ))2

2σ2 dy.

Pomocí vyhlazeného počtu částic lze definovatdopravní hustotuadopravní intenzitujako

%(ξ, τ) :=
∂N(ξ, τ)
∂ξ

, I(ξ, τ) := −∂N(ξ, τ)
∂τ

.

V některých zdrojích je možné se setkat s poněkud vágní definicí dopravní hustoty a intenzity.
Dopravní intenzitaI(x, τ) = ∆N

∆τ je uřcena jako podíl pǒctu vozidel∆N, která projedou daným
místem na pozicix běhemčasového intervalu∆τ. Dopravní hustotu%(x, τ) = ∆N

∆x reprezentuje
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podíl pǒctu vozidel∆N nacházejících se v intervalu[x, x+∆x] v daném okamžikuτ. Tento p̌rístup
má však svá úskalí. Pokud bychom chtěli určit dopravní hustotu v konkrétním místě (boďe) na
komunikaci, jak velký interval∆x bychom m̌eli zvolit? Tento údaj jisťe nesmí záviset pouze na
konkrétním pozorovateli a jeho volbě. Řešením by bylo p̌ristoupit k limitnímu p̌rechodu, kdy
∆x → 0 a uřcit hustotu pomocí derivace, avšak počet vozidelN je veličina diskrétní, nikoliv
spojitá, takže podmínka diferencovatelnosti není splněna. Tuto p̌rekážkuřeší práv̌e výše uvedená
formulace vyhlazeného počtu částic, který již p̌redstavuje funkci spojitou.

Obě rovnice pro hustotu a intenzitu můžeme dále zjednodušit do tvaru

%(ξ, τ) =

M∑

k=1

p(ξ − αk(τ)|σ),

I(ξ, τ) =

M∑

k=1

dαk(τ)
dτ

p(ξ − αk(τ)|σ) =

M∑

k=1

vk(τ)p(ξ − αk(τ)|σ).

Vzhledem k p̌redpokladup(ξ|σ) ∈ C 2(R) (tedy, že funkcep je spojiťe diferencovatelná do 2.řádu)
platí

∂%

∂τ
=
∂2N(ξ, τ)
∂ξ∂τ

=
∂2N(ξ, τ)
∂τ∂ξ

= − ∂I
∂ξ
,

což koresponduje srovnicí kontinuity. Tu můžeme pro tento případ interpretovat jako zákon za-
chování pǒctu vozidel. Pokud omezíme naše úvahy pouze na homogenní dopravní proud, kde
vk(τ) = V(τ), dostáváme rovnost

I(ξ, τ) = V(τ)%(ξ, τ),

tedy obecňe p̌rijímanou aproximaci vztahu mezi třemi základními stavovými veličinami dopravního
proudu. Zde je však nutné zdůraznit, že rovnice byla odvozena za jistých podmínek a že její plat-
nost není univerzální.

Fundamentální diagram

K vizualizaci vztahů mezi třemi základními dopravními makroveličinami (fázovými prom̌en-
nými) slouží v oblasti fyziky dopravyfundamentální diagramy. Jeho schéma uvádí obr. 4. Autoři
starších prací vycházeli z tvrzení, viz [13], že intenzita provozuI a hustota% jsou propojeny uřcitou
funkční závislostíI = I(%), jejíž grafická interpretace má tvar křivky H(I, %) = 0 ležící v tzv.ID
rovině(intensity-density plane). Tu lze chápat jako mapu dvojic intenzita-hustota(%, I(%)).

Pro rychlost platil analogický p̌redpoklad, tedy žeV = V(%) je funkce a její graf je op̌et
křivka. Tato dvoufázová teorie připoušťela existenci pouze dvou různých stavů -volné dopravyF
(free traffic) akondenzované dopravyC (congested traffic). Tyto domněnky však zcela vyvrátila
Kernerova ťrífázová teorie [14] a jeho hypotéza o dvourozměrných stavech dopravního proudu. V
třífázové teorii má kondenzovaná doprava dvě jasňe odlišitelné podfáze:

• synchronizovaný tok- je obvykle fixován na zúžení komunikace, rychlost vozidel se syn-
chronizuje, ale pohyb vozidel není nijak drasticky omezen.

• wide moving jam(rozsáhlá pohybující se kongesce) - charakterizuje ji propagační rychlost
kongesce, jež se zachovává, i když rychlost jednoho vozidla uvnitř kongesce může být
nulová. Tato propagační rychlost je vždy záporná.
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Kerner ve své práci navíc k třífázové teorii uvádí:

Uvažujme homogenní synchronizovaný dopravní proud, který lze chápat jako hypotetický stav
synchronizovaného proudu identických vozidel s identickými řidiči, ve kterém se všechna vozidla
pohybují s toutéž na čase nezávislou rychlostí (na obr. 4 vyznačena žlutou křivkou) a mají mezi se-
bou stejné rozestupy. Takový homogenní synchronizovaný proud se může překvapivě objevit kdeko-
liv v jisté dvourozměrné podoblasti ID roviny. To znamená, že v režimu kondenzované dopravy
řidič neudržuje žádný specifický rozestup. Naopak má ohledně prostorové světlosti k předcháze-
jícímu vozidlu libovolnou možnost volby. To vede ke skutečnosti, že množina přípustných stavů
popsaných dvojicí intenzita-hustota je nekonečná, přestože rychlost vozidla je konstantní. Stavy
reálného provozu pro tutéž rychlost tedy vlastně tvoří určitou dvourozměrnou oblast ležící uvnitř
ID roviny.

Traffic Density
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Obrázek 4: Schéma fundamentálního diagramu.

V matematickém vyjáďrení to znamená, že od funkčního p̌redpisuI = I(%) je nutné p̌rejít k
binární relaci, jež p̌redstavuje libovolnou množinu uspořádaných dvojic.Binární ID relaceΩID se
definuje jako množina všech dvojic(%, I) ∈ (0,+∞)2, které lze v daném dopravním proudu namě̌rit.
Definičním oboremrelaceΩID je množina všech takových%, pro která existuje alespoň jednoI, že
platí (%, I) ∈ ΩID. Obdobňeobor hodnottvoří množina všechI, pro která existuje alespoň jedno%,
že platí(%, I) ∈ ΩID. Pak žrejmě platí, žeΩID ⊂ Dom(ΩID) × Ran(ΩID). Analogicky lze zavést
binární VD relaciΩVD pro prům̌ernou rychlost a hustotu.

Sestavení základních binárních relací

Nyní se zam̌ěríme na způsob, jak empirická data převést do grafické podoby znázorňující zá-
kladní relace, tedyfázový diagram.Vyjdeme z empirického vzorku dat proM vozidel jedoucích
za sebou v jednom pruhu, který má tvar

{(τ(in)
k , τ(out)

k , vk, lk) ∈ R4, k = 1, 2, . . . ,M)}.
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Pro ňej můžeme uřcit lokální intenzituI = M/(τ(out)
M − τ(in)

1 ) a lokální prům̌ernou rychlostV =(∑M
k=1 vk

)
/M. Hodnotu lokální hustoty lze dále odhadnout aplikací vztahu% = I/V.

Aplikací uvedeného postupu na všechny vzorkyi = 1, 2, . . . ,m získáme empirické binární
relaceΩID = {(%i, Ii) : i = 1, 2, . . . ,m} a ΩVD = {(%i,Vi) : i = 1, 2, . . . ,m}. Jejich grafy slouží jako
souhrnná vizualizace makroskopických vlastností dopravního proudu.

Unifikační procedura

Reálný dopravní proud vykazuje jisté typické znaky - výraznou nelinearitu u kondenzovaných
stavů, chaotický vývoj stavových proměnnýchči opakující se strmé nárůsty hustoty. Rozsáh-
lejší vzorky souboru vozidel tak vykazují značné nehomogenity, stejně jako jejich mikrostruk-
tura. Související hustoty pravděpodobnosti pak mají průběh typický pro systémy smíšené z něko-
lika různých rozďelení. Je-li naším cílem najít homogenní charakteristiku, je více než vhodné
provésttřístupňovou unifikační proceduru, viz [15]. Tento postup zabrání nežádoucímu míchání
stavů o rozdílných statistických vlastnostech (např. rezistivita, viz dále), různých vlastnostech
vozidel (odstup, sv̌etlost, rychlost) a psychologických schopnostech (pozornostřidiče, reaǩcní
doba, schopnost rozhodování). Unifikační procedura má tři soǔcásti:

• vzorkovací fáze- rozďelení celého datového souboru na malé homogenní vzorky několika
sousedních vozidel o počtu M, který se oznǎcuje termínem vzorkovací velikost. Pokud
celkový pǒcet vzorků jem, lze definovat datový vzorek vztahem

Si = {(τ(in)
k , τ(out)

k , vk, lk) ∈ R4, k = (i − 1)M + 1, (i − 1)M + 2, . . . , iM)}.

Tomuto vzorku náleží samozřejmě také p̌ríslušná binární relaceΩi
ID, Ωi

VD.

• škálovací fáze- přeškálování náhodných proměnných (odstupů, světlostí) v každém vzorku
takovým způsobem, aby střední hodnota byla rovna 1. Jako příklad lze uvést soubořcasových
světlostí proi−tý vzorekZi := {zk : k = (i − 1)M + 1, (i − 1)M + 2, . . . , iM}, který má po
přeškálování tvarYi := {yk, k = (i − 1)M + 1, (i − 1)M + 2, . . . , iM}, kde

yk =
zk ·M∑

k zk
=

zk

〈Zi〉 .

Škálované sv̌etlosti tedy získáme vyďelením sťrední hodnotou sv̌etlostí daného vzorku.

• segmentační fáze- pro každý vzorek jsou vypǒcteny p̌ríslušné hodnoty fázových proměn-
ných (hustoty, intenzity a prům̌erné rychlosti) a v ID roviňe se zvolí malýfázový segmentΨ
(viz zelená oblast na obr. 4). Pokud hodnoty fázových proměnných daného vzorku leží mimo
zvolený segment, je vzorek z dalšího zpracování vyloučen. Statistické rozďelení odstupů,
světlostíči individuálních rychlostí je díky tomu odhadnuto na základě prakticky homogen-
ních dat, která náležejí malé podoblasti grafu relacíΩID neboΩVD.

Statistické vlastnosti mikroveličin

Dopravní mikroskopické veličiny popisují chování jednotlivých vozidel, tzv. dopravní mikrostruk-
turu. Ta má, jak již bylo zmíňeno výše, zjevňe stochastický charakter, který je zapříčiněn zejména
individualitou řidiče. Na dopravní veličiny lze tak nahlížet jako na realizace náhodných veličin
a aplikovat pravďepodobnostní popis. V následujícím textu se budeme věnovat rozďelení dvou
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hlavních zástupců žrad mikrovelǐcin - rychlostí a sv̌etlostí.

Rychlost

Hustota pravďepodobnostirozdělení rychlostibyla odvozena z m̌ěrení v provozu s malým
podílem nákladních vozidel. Nejprve je nezbytné provést rozřazení rychlostí z různých dopravních
stavů do různých hustotních pásem. Toho lze dosáhnout právě postupem popsaným v předchozí
sekci, tedy postupným výběrem segmentů z ID roviny. Rozdělení rychlosti odpovídá v daném
segmentunormálnímu (Gaussovu) rozdělení, má tedy tvar

q(v) =
1

σ
√

2π
e
− (v−V)2

2σ2 ,

kde sťrední hodnotaE(v) = V a rozptylVAR(v) = σ2. Parametry rozďelení se významňe mění
v závislosti na poloze fázového segmentu v ID rovině, což ilustrují obr. 5 a 6:

• rostoucí hustota% způsobí pokles prům̌erné rychlostiV i pokles rozptyluσ2,

• klesající hustota% způsobí nárůst prům̌erné rychlostiV i nárůst rozptyluσ2.

Obrázek 5: Závislost rozptylu prům̌erné rychlostiV na m̌enící se dopravní hustotě %.
P̌revzato z [13].

Celkem snadno nahlédneme, že tyto vlastnosti kvalitativně odpovídají empirické zkušenosti. V
houstnoucím provozu (přechodu do kondenzované fáze) vozidla přizpůsobí svou rychlost okolí a
sníží ji, systém vozidel se do jisté míry synchronizuje, takže rozptyl rychlostí jednotlivých vozidel
je menší. P̌ri nízké hustoťe dopravního proudu se systém nachází ve volné fázi - jednotlivá vozidla
nejsou omezena svými sousedy, takžeřidič jede zpravidla rychleji a může volit rychlost z mnohem
širšího intervalu.
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Obrázek 6: Závislost střední hodnoty rychlostiV na rostoucí dopravní hustotě%. P̌revzato
z [13].

Časová sv̌etlost

Nyní se zam̌ěríme načasovou sv̌etlost. Hustota pravďepodobnostip(x) rozdělení časové svět-
losti sousedních vozidel se v teorii dopravy označuje jakoheadway distribucěci méňe častoclea-
rance distribuce. Tyto dva termíny jsou v literatuře ob̌cas zam̌eňovány, rozdíl mezi nimi je však
z definic obou mikrovelǐcin jistě žrejmý. Během vývoje disciplíny VHM bylo navrženo mnoho
různých modelů statistického rozdělení sv̌etlostí. V pǒcátcích šlo spíše o porovnávání známých
statistických rozďelení rozší̌rených v dalších v̌edeckých odv̌etvích s nam̌ěrenými daty (normální
či exponenciální distribuce). Později se autǒri snažili p̌ri odhadování reálných distribucí vycházet
více z vlastností empirických dat a hledali distribuce, které by je popisovaly co nejlépe (Erlangova,
Gammǎci log-normální distribuce). V průb̌ehu let byla odhalena tři základní empirická kritéria pro
výběr vhodné distribuce světlostí (obecňe prom̌ennéx):

• Chvost distribucep(x) musí mít ryze exponenciální průběh, což znǎcí, že graf funkceln p(x)
musí mít v+∞ lineární asymptotu, jejíž sklon je záporný (viz obr. 7). Rozdělení tedy paťrí do
skupiny tzv.balancovaných distribucí. To je matematický důsledek skutečnosti, že interakce
ve vzorku vozidel ješťe není dlouhodosahová, tj. že vzdálená vozidla nijak neinteragují.

• Hustota pravďepodobnostip(x) má plato v nule. Tato vlastnost se dá matematicky vyjádřit
rovnicí

∀m ∈ N : lim
x→0+

x−mp(x) = 0,

kde prom̌ennáx vyjaďruje časovou sv̌etlost. To je matematický důsledek enormních re-
pulzivních sil působících mezi velmi blízkými vozidly. Názorná ukázka typické headway
distribuce empirických dat je na obrázku 8, kde je plato velmi zřetelné. Patrný je zde také
exponenciální chvost.
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• Hustota pravďepodobnostip(x) musí být spojitou funkcí, protože její nespojitost nemá žád-
nou oporu ve fyzikálním popisu dopravního systému.
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Obrázek 7: Ilustrativní zástupce balancovaných distribucí.

Hledaná hustota pravděpodobnosti musí přirozeňe spľnovat také ňekterá teoretická kritéria vy-
cházející z matematické podstaty teorie pravděpodobnosti:

• Je nezáporná na celém oboruR, tj. pro všechnax ∈ R platí p(x) > 0.

• Musí být normalizována, její integrál přes celý oborR musí být roven 1 (jistý jev), tedy∫
R

p(x)dx = 1.

• Její sťrední hodnota musí být vzhledem ke škálovací fázi výše zmíněné unifikǎcní procedury
rovna 1, je tedy nutné dodržet škálovací rovnost

∫
R

x p(x)dx = 1.

Aktuálně se jako nejvhodňejší kandidát pro distribucěcasových sv̌etlostí jeví ťrída GIG dis-
tribucí (zobecněná inverzní Gaussova distribuce), oznǎcme jipGIG(x).Splňuje samožrejmě všechna
práv̌e vyjmenovaná kritéria. Její hlavní a nesmírně výrazná výhoda však tkví ve skutečnosti, že jde
o rozďelení odvozené analyticky pro jistý dopravní model. Konkrétně se jedná o termodynamický
částicový plyn s hyperbolickým repulzním potenciálem, tj.ϕ(r) = 1

r , kde r oznǎcuje vzdálenost.
Kromě pGIG(x) neexistuje žádný jiný model, který je odvozen analyticky a zároveň odpovídá real-
itě (tzn. generuje rozdělení sv̌etlostí, které odpovídá nam̌ěreným vzorkům).

GIG distribuce

Náhodná velǐcinaX mádvouparametrické GIG rozdělení(Generalized Inverse Gaussian dis-
tribution), jestliže pro její hustotu pravděpodobnosti platí vztah

pGIG(x) = Θ(x)

√
D
β

1

2K1[2
√
βD]

e−
β
x e−Dx,

13



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Skalovana casova svetlost t

0

0.15

0.3

0.45

0.6

0.75

0.9

1.05

1.2

1.35

1.5

H
us

to
ta

 p
ra

vd
ep

od
ob

no
st

i g
(t

)

Obrázek 8: Ilustrativní zástupce empirických headway distribucí

kde β > 0 a D > 0. Pro dodržení škálovací rovnosti pakD závisí na parametruβ a rozďelení
se tak stává jednoparametrickou třídou, kde jediným parametrem je tzv.stochastická rezistivitaβ.
SymbolKl reprezentuje MacDonaldovu funkcil-tého řádu (tj. modifikovanou Besselovu funkci
druhého druhu al-téhořádu). Sťrední hodnotaE(X) je podle [16] dána vztahem

E(X) =

√
β

D
K2[2

√
βD]

K1[2
√
βD]

.

Pokud s ohledem na správné škálování položímeE(X) = 1, najdeme pro parametrD závislost

D(β) = β +
3 − g(β)

2
,

kde g(β) reprezentuje koreǩcní funkci aproximativňe odhadnutou nag(β) ≈ e−
√
β. Pro úplnost

uved’me také vztah pro rozptyl škálovaného dvouparametrického GIG rozdělení, viz [16],

VAR(X) =
β + 2

D
− 1.

Průb̌ehpGIG(x) je znázorňenčervenou ǩrivkou na obr. 9, který ilustruje grafické srovnání teoretické
hustoty pravďepodobnosti (konkrétňe proβ = 2,D = 3) a empirické hustoty pravděpodobnosti
vyjáďrené pomocí histogramu.

Stochastická rezistivita

Pokud p̌ri modelováníčasových sv̌etlostí použijeme p̌redpoklad o GIG rozďelení, hledáme
takovou hodnotu parametruβ, aby vzdálenost empirické a teoretické distribuce byla co nejmenší.
Tento parametr rozhoduje o konečném tvaru p̌ríslušné distribuce. V termodynamickémčásticovém
plynu, z ňejž byl model GIG rozďelení odvozen, zastupujeβ inverzní termodynamickou teplotu. V
oblasti dopravního modelování se označuje termínemrezistivita(někdy stochastická rezistivita) a
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Obrázek 9: Odhadovaná a empirická hustota pravděpodobnosti.

vyjaďruje odolnost systému vůči stochastickému šumu.̌Casové/prostorové odstupy/světlosti jsou
náhodnou velǐcinou, protože nejen vlastnosti jednotlivých vozidel v reálném provozu nejsou i-
dentické, ale p̌redevším každý̌ridič má jiné rozhodovací a reakční schopnosti. Velmi důležitou roli
hraje také míra stresu při řízení vozidla, jakési psychické vypětí řidiče. Práv̌e tuto vlastnost charak-
terizuje rezistivita. P̌redstavme si nyní dva krajní případy, jež se mohou vyskytnout v dopravním
proudu a pomohou nám ilustrovat reálný význam stochastické rezistivity:

• P̌ri nízké dopravní hustotěse vozidla pohybují prakticky nezávisle.Řidič není ovlivňen
chováním̌ridičů ostatních vozidel, nebot’ odstupy mezi nimi jsou dostatečně velké. Vozidlo
může jet libovolnou rychlostí, takže se stochastické rysy dopravy mohou projevit v plné míře.
Systém je tedy výrazňe ovlivněn stochastickým šumem (odolnost vůči šumu je nulová). Psy-
chické vyp̌etí řidiče je nulové, takžeβ = 0.

• P̌ri velmi vysoké dopravní hustotěje pohyb vozidla silňe závislý na chování sousedních
vozidel. Vozidla se do jisté míry synchronizují a stochastické rysy dopravy jsou potlačeny.
Řidič musí rychlost a odstup vozidla výrazně p̌rizpůsobit okolí, odolnost celého systému vůči
stochastickému šumu prudce narůstá. Psychické vypětí řidiče (tj. nároky na jeho ostražitost)
je velmi vysoké, v krajním (teoretickém) přípaďeβ→ +∞.

Rezistivita tedy modifikuje (zesilujěci zeslabuje) vliv interaǩcních sil mezi vozidly. Z výše
uvedené rozvahy by se mohlo zdát, že závislostβ = β(%) je rostoucí funkce. Platí však tento před-
poklad na celém intervalu dopravních hustot? Empirické závislosti, jejichž charakter je symbolicky
znázorňen na obr. 10, dokazují, že funkceβ = β(%) v jistém rozsahu hustot klesá. Tento jev je způ-
soben p̌rechodem z volné do kondenzované fáze. Při houstnoucím provozu (za hranicí volné fáze)
je vozidlo nuceno snižovat svou rychlost, odstupy mezi vozidly jsou však stále dostatečné.Řidič
má tedy stále dostatek prostoru na individuální volbu odstupu a při nižší rychosti může být méně
ostražitý, takže stochasticita systému lehce narůstá a rezistivita klesá. Pokud hustota provozu však
nadále roste, musířidič reagovat na zmenšující se odstupy mezi vozidly a přizpůsobit se pom̌erňe
výrazňe pohybu ostatních vozidel. Stochasticita systému začne výrazňe klesat a rezistivita op̌et
narůstá.
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Obrázek 10: Schématická reprezentace závislosti rezistivityβ na dopravní hustotě%

Závěr

Ve všech dopravních úlohách (zejména v úlohách kapacitního charakteru) hraje odstup mezi za
sebou jedoucími vozidly zásadní roli. Soubor vozidel v reálném provozu tvoří stochastický sys-
tém, u ňehož lze predikovaťcasový vývoj polohy̌ci rychlosti jednotlivých elementů pouze statis-
ticky, užitím pravďepodobnostního popisu. I v těch nejjednodušších dopravních situacích je tedy
hlavním uřcujícím faktorem práv̌e statistické rozďelení vzdáleností, at’ jde ǒrešení propustnosti
daného úsekǔci nap̌ríklad kapacity ǩrižovatky. Matematické modelování dopravního proudu je
tedy v teorii dopravy sťežejní úlohou, která dala vzniknout moderní vědecké disciplíňe VHM.
V počátcích éry VHM, tedy v letech 1930-1970, byly modely rozdělení sv̌etlostí odvozeny s
využitím velmi zjednodušujících předpokladů:

• Všechna vozidla se mohla pohybovat libovolnou rychlostí, šlo tedy o volnou fázi. Interakce
mezi jednotlivými vozidly byly považovány za zanedbatelné.

• Jakákoliv zaznamenaná světlost byla nezávislá na jiné zaznamenané světlosti. Jinými slovy
náhodné velǐciny popisující tyto sv̌etlosti byly považovány za nezávislé.

• Každý navržený model byl unimodální (jednovrcholový) a nevykazoval exponenciální chvost.

Tento hrubý odhad se od reality příliš nelišil vzhledem k tehdejšímu nízkému počtu vozidel
na komunikacích. Střední hodnoty navrhovaných distribucí odpovídaly průměrné hodnoťe odstupů
pozorovaných v praxi.

V 70. letech se pǒcet vozidel na komunikacích výrazně navýšil a bylo žrejmé, že původní mo-
dely pro popis stávající situace nestačí. Tehdejší autǒri museli ňekteré p̌redpoklady modifikovat,
aby v̌clenili do popisu dopravního proudu jisté omezenířidiče ostatními vozidly:

• Všechna vozidla se mohla stále pohybovat libovolnou rychlostí, avšak interakce mezi něk-
terými vozidly nebyla zanedbatelná.
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• Ne všechny zaznamenané světlosti byly nezávislé, nebot’ odstupy sledujících vozidel sou-
visely s odstupem od tzv. vedoucího vozidla.

Větší důraz byl také kladen na přesňejší m̌ěrení dopravních dat a odhadování pomocí komplexnějších
modelů. Odpovídající distribuce však stále nepřipoušťely vliv rychlosti na velikosti odstupů vozidel.

Zásadní průlom ve VHM znamenala 90. léta, kdy byla pro dopravní kongesce prokázána závis-
lost headway distribucí na rychlosti, ǩcemuž p̌rispěly zejména moderní metody získávání dat
(radary, metody zpracování obrazu). V současné dob̌e se tedy p̌rihlíží k těmto domňenkám:

• Vozidla mohou jet různou rychlostí. Pokud je jejich rychlost menší než rychlost ve volné
fázi, headway distribuce jsou na rychlosti závislé.

• Nacházejí-li se vozidla v kondenzované fázi dopravního proudu, interakce mezi jednotlivými
vozidly není zanedbatelná.

Aktuální studie dokazují, že pomocí matematického aparátu lze nejenřešit optimalizǎcní do-
pravní úlohy, ale dokonce dešifrovat rozhodovací procesy probíhající v mozkuřidiče. Aplikací
poznatků teorie pravďepodobnosti je možné také určit tzv. interaǩcní dosah, který vyjaďruje, kolik
za sebou jedoucích vozidel spolu fakticky interaguje a načem tento dosah závisí. Zatím nejvhod-
nějším kandidátem modelování distribuce světlostí je ťrída GIG distribucí, která ke kvantifikaci
psychického vyp̌etí řidiče využívá výše uvedenou rezistivitu. Disciplína VHM se však vyvíjí i
nadále.
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