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Soustavu mnozin Z prohlasime za mnozinovou c—algebru, pokud splnuje tyto podminky:

uzavrenost na konecna sjednoceni: VA, Be ¥ : AUB € Z.
uzavrenost na rozdily: VA, Be ¥ : A\ B € Z.
existence mnozinového prezidenta: dE€e ¥: A€ ¥ = A CE.

uzavrenost na spocetna sjednoceni: YA, Ay, Az,... € I : U,‘C’ilAk € Y.

> Je mnozinova c-algebra uzavrena na doplnék v E pro mnoziny A € D?

> Je mnozinova c-algebra uzaviena na prunik pro mnoziny A,B € D?




.

Pravdepodobnostni mira — rigorozni zavedeni

> Pravdépodobnost z matematického pohledu = pravdépodobnostni
mira
P:2E - (0,1),

kde defini¢ni obor Dom(P) je

e potence spocetného vybérového prostoru E (diskrétni NV);
* mnozinova soustava borelovskych mnozin (spojité NV).

> Tento definicni obor pravdépodobnostni miry se oznacuje o-algebra
jevu.

> symbol Dom(P) =D




> Pravdépodobnost (pravdépodobnostni mira) je kazdé zobrazeni
P:D — (0,1), které vSem mnozinam ze soustavy D pfrirazuje
Cislo z intervalu (0,1) pfi splnéni téchto axiomd:
e axiom nulovosti: P[0] = 0;
e axiom normality: P[E]| = 1;
e axiom monotonie: A, Be ANACcB = P[A]<P|B];
e axiom nezapornosti: Ae ¥ = P[A]=0;
e axiom aditivity: A, BEe Z2ANANB=0 = P[AUB]=%P[A]+ P[B].
e axiom c—aditivity: Ay, Az,..., Ay,...€ ZAANAr=0 (k# () =

= P[U;;Ak] = lel PlAL].

(Pozndmka: nékteré axiomy ,navic” pro prehlednost a lepsi pochopeni)




> Pro obor hodnot Ran(P) pravdépodobnostni miry plati, ze
Ran(P) c (0,1).

> Tato vlastnost plyne bezprostredné z uvedenych axiomu
pravdepodobnostni miry a lze ji vyjadrit zapisem

VG € D: PG| € (0,1).

> Odkud plyne toto tvrzeni?

e pro dolni mez
-> axiom nezapornosti

e pro horni mez
-> axiom normality a axiom monotonie
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Jevy a jejich mnozinova interpretace

> Vysledky nahodnych pokusu mizeme pokladat za mnoziny moznych
vysledku nahodného experimentu.

> Lze vyuzit zapis P|A] misto P|X € A] a tedy pouzivat mnoZinovou
symboliku a operace:

* sjednoceni jevl (A U B): nastane alespon jeden zjevi A, B *

= prunik jevli (A N B): oba jevy 4, B nastanou soucasné *

* rozdil jevli (A \ B): nastane jev 4, ale nenastane jev B

= A je podjev B (A C B): jev A nastane kdykoliv, kdyZ nastane jev B

* analogicky prinik a sjednoceni vétsiho poctu jevl
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= jev opacny ¢i dopliikovy k jevu B (4 = B%): nastava pravé tehdy, kdyz
nenastava jev B

v'zieimé B* = E\ B
vatakk BUB¢ = E

= neslucitelné (disjunktni) jevy 4, B: pokud platiANB = @

= neslucitelné (disjunktni) jevy B4, B, ..., B,,: pokud plati
Vi,k€{1,2,..,n}:i#k = B;NB, =0.

= Uplny systém neslucitelnych jevl B4, B, ..., B,,;: zaroven plati

Vl,k E{l,Z,...,Tl}:i +k = Bian — Q);
B]_UBzLJ'”UBn:E.

= jev slozeny: sjednoceni alespon dvou neslucitelnych jevu

= jev elementarni: pokud neni slozeny




IR Odvozené vlastnosti pravdépodobnosti

> z axiomu plyne rada doplrikovych vlastnosti

> napf. axiom monotonie lze odvodit z ostatnich axiomu:
e MéjmejewwA,BEDANACB.
e PlatirovnostiB =AU (B\A4), An(B\A) = 0.

e Z axiomu aditivity plyne P|B] = P[A] + P|B \ A].

Pro obor hodnot pravdépodobnostni miry ovsem plati
VG € D:P|G] € (0,1) —» P[B\ A] € (0,1).

Odsud plyne P[A] < P|B].




ULOHY: Dalsi vlastnosti pravdépodobnosti

.

> 1) subtraktivita:
AABeEDANAcCcB = P[B\A]=P|B]—P|[A]
> 2) komplementarita:
A€eD=> P[A‘] =1-P[A]

> Vztahy dokazte.
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3)

Dokazte, ze plati:

e P[AUB|=PIA] + P|B] — P|A N B] pro libovolné dva jevy A, B € Z.

e Je-li By, B,,...,B, € 2 uplny systém neslucitelnych jevu, pak 2}'::1 P|Bi] = 1.

e (AJUAU...UA,) =ATNASN...NA] pro libovolnou sadu jevu ze o—algebry 2.
e (A1NAxN...NA,) =A]UA5U...UA] pro libovolnou sadu jevu ze o—algebry 2.

o PIA\B]+PIANB]+P[B\A] =P|AUB]| pro libovolne dva jevy A,B € Z.

4)

Pokusme se rozhodnout, zda (pripadné za jakych podminek) plati rovnost P[A\ B] = P[A] - P[B]
pro libovolné dva jevy A, B € 9.




Distribucni funkce

> univerzalni pravdépodobnostni charakteristika pro kazdou 1D
nahodnou proménnou

> distribuéni funkce nahodné veliCiny X:
F(x) = P[X < x].

> defini¢ni obor: mnozina vsech realnych Cisel R (i pro vybérovy
prostor podstatné méné mohutny)

> vlastnosti?
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Priklad — hod falesnou kostkou

Uvazujme falesnou hraci kostku, pri jejimz hodu pada c¢islo 3 péetkrat castéji néz ostatni hod-

noty. Vsechny ostatni hodnoty jsou stejné pravdéepodobneé. Vybérovym prostorem je mnozina
E=1{1,2,3,4,5,6.}. A jejim rozkladem na uplny systém neslucitelnych (a zaroven elementarnich)
jevu je zjevne systém mnozin (jeva) By = {1}, B> = {2}, B; = {3}, B4 = {4}, Bs = {5} a B¢ = {6}. S ohle-
dem na vyse uvedeny fakt, ze P[B3] = 5P|[By] pro vsechna k = 1,2,4,5,6, a take ze Zﬁ?:] P|Br] =1,
vidime, Ze pravdépodobnostni tabulka zkoumaného jevu vypada takto:

Elementarni jev Jeho pravdépodobnost
By = {1) PIB1] = 15
B = {2} P[Ba2] = 15
B; = {3} PIBs] = 15
By = {4) PIB4] = 15
Bs = {5} PIBs] = 15
Bs = {6} PIBsl = 15

...vlastnosti F(x)?
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