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Pozadavky na zapocet a zkousku

ZAPOCET

- zisk bod

e 2 zapoctové testy behem semestru
oba testy maximalné 30 bodl
aktivita na seminafri (az +10 bod{)
tolerovany 2 absence

kazda dalsSi absence -2 body

— bodové hranice
e 230 bodu zapocet ANO
e <20 bodli zapocet NE
20> x< 30 opravna pisemna prace

ZKOUSKA

—> hodnoceni pisemné casti zkousky:
* E po opravné pisemce nebo 30-37 bodl
* D 37-44 bodU, C 44-51 bodu
« B51-58 bod(, A > 58 bodl

— celkové hodnoceni zkousky:

* \ pripadé, Ze student neabsolvuje
dobrovolnou ustni ¢ast, obdrzi hodnoceni
podle pisemné c¢asti zkousky, ale ne lepsi
nez C.

* Pro zisk hodnoceni A a B je treba se
zUcastnit ustni casti zkousky.
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Pravdepodobnost jako mnozinova mira

> problematika statistického popisu systému, které vykazuiji rysy
nahodného usporadani

» fyzikalni, biologické, ekonomickeé Ci socialni systémy
— radioaktivni rozpad
— rozvoj urcCitého typu onemocneéni
— financni derivaty
— dav chodcu, proud vozidel atd.

> nastroje matematické pravdépodobnosti a statistiky

> klasifikace: deterministicky X stochasticky




> deterministicky systém
= pocatecni usporadani elementu -> jednoznacny stav v libovolném case t
- napr. pohyb télesa ve vakuu
- analyticka predpovéd: presny stav systéemu v case t
- vystup: sada presnych hodnot fazovych velicin (poloha, rychlost, ...)

> stochasticky systém
= stav systému v Case t |lze pouze predikovat s urcitou pravdépodobnosti
- ruSeni rUznymi nahodnymi vlivy
- napf. pohyb télesa v realném odporujicim prostredi

- analyticka predpovéd: pravdépodobnosti, s jakymi nastanou vsechny
mozné pripustné stavy daného systéemu

vystup: pravdepodobnost, ze sledovana veliCina nabude hodnoty z
urcCitého intervalu




> sledovana stavova veliCina (proménna) se oznacuje terminem
nahodna veliCina (proménnd) X

> urcujeme, jaka je pravdépodobnost, ze X nabyva hodnot z
néjakého intervalu ¢i mnoziny A

> symbolicky zapis: P|X € A]

> chceme znat jeji konkrétni hodnotu

> Uloha ve tvaru P[X € A] =? se pak nazyva pravdépodobnostni
dotaz




ULOHA:
Francouzska ruleta

> 37 poli; dvé rizné barvy, ocislované od 0 do 36

> rlzné moznosti sazek:
— sazky na jedno Cislo
— cervena nebo cerna barva
— suda nebo licha
— mala cisla 1-18
— vysoka cisla 19-36

— tretiny

Jaké jsou prislusné pravdépodobnostni dotazy a hodnota vysledku?




Vybérovy prostor

> oznacme E; mnozina vSech pripustnych vysledku nahodného
experimentu

> jednotlivé prvky vybérového prostoru = elementarni jevy
> normalizace pravdépodobnosti: P[X € E] =1

*odpovida pojmu mnozinovy prezident (teorie miry)
— B soustava mnozin
—proVAEB: ACE
— FE ... prezident soustavy B; nejvysSe jeden




> ndhodné proménné/systémy lze klasifikovat podle poctu vSech
pripustnych hodnot

> tj. podle mohutnosti vybérového prostoru

> tu vyjadruje kardinalni Cislo (obecné znak |4])
— konec¢nd mnozina: pocet jejich prvki
— spocetna mnozina: X, (alef nula)
— nespocetna mnozina: N4

diskrétni spojité
nahodné |E| <RXo |E| =4 nahodné
veli¢iny veli¢iny




Pravdepodobnostni dotazy

» Kolik existuje pravdépodobnostnich dotazu pro zvolenou n.v. X?

> souvislost s mohutnosti vybérového prostoru

> priklad: jeden hod kostkou (suda vs. licha cisla)
 dvouprvkovy vybérovy prostor E = {s, 1}

e pravé 4 dotazy:

1) ,Padne sudé ¢islo?”“ -> P[X =s| = P|X € {2,4,6}] =?

2) ..
3) ..
4) ..

=)

obecné jakykoliv dotaz tvaru P|X € A] =? pro
libovolnou podmnozinu vybér. prostoru A CE




» pocet vSech podmnozin mnoziny E o m prvcich je roven 2™
(viz pojem potence mnoziny)

> pocet pravdépodobnostnich dotazl v E je tentyz

> jev jisty: platiA=E ™ p[XecE]=1
> jevnemoiny: platiA=0 mm) P[X€@]=0
> *potence mnoZiny G:

e soustava vsech podmnozin mnoziny G

e oznaluje se symbolem 2¢




Obecné vlastnosti pravdépodobnosti
(diskrétni nahodna velicCina)

> libovolna nahodna proménna X, vybérovy prostor E

> pravdépodobnost: zobrazeni, které mnoZinam A z potence 2%,

kde E je vybérovy prostor nahodné proménné , prirazuje hodnoty
z intervalu P: 2E = (0, 1).

> intuitivni zakladni vlastnosti:
* nulova pravdépodobnost pro prazdnou mnozinu

jednotkova pravdépodobnost pro mnozinu vsech pripustnych stavl
* nezapornost

* monotonie

 aditivita

> pravdépodobnost = normalizovana mira (Lebesqueova teorie miry)




Obecné vlastnosti pravdépodobnosti
(spojita nahodna velicina)

> pro ,,nekomplikované” volby podmnoziny A CE jsou
pravdépodobnostni dotazy vycislitelné

> napr. mnoziny jednoprvkové, s konecnym poctem prvku,
spocetnym poctem prvku; intervaly Ci jejich konecné nebo
spocetné sjednoceni

> existuji jisté pfekombinované volby A, kde P|X € A]| nelze urcit

> reseni: teorie miry
— definiéni obor pravdépodobnosti P = pouze vhodna podsoustava D c 2

— mnozinova o-algebra (nejmensi mozna; vytvorena nad mnozinovou
soustavou vsech otevrenych podmnozin mnoziny E)




> typicky pripad: vybérovy prostor E = R

> pak do minimalni c-algebry* D pattri:
— vSechny jednoprvkové mnoziny
— vSechny konecCné- a spocetnéprvkové mnoziny
— vSechny intervaly libovolného typu
— vSechna jejich konecna i spocetna sjednoceni
— prazdna mnozina {@} a mnozina E

=) ve spojitych pripadech lze klast pravdépodobnostni dotazy
pouze ve tvaru P[X € A]=?,kde A cD

* v teorii miry termin borelovsky uzaver




Soustavu mnozin Z prohlasime za mnozinovou c—algebru, pokud splnuje tyto podminky:

uzavrenost na konecna sjednoceni: VA, Be ¥ : AUB € Z.
uzavrenost na rozdily: VA, Be ¥ : A\ B € Z.
existence mnozinového prezidenta: dE€e ¥: A€ ¥ = A CE.

uzavrenost na spocetna sjednoceni: YA, Ay, Az,... € I : U,‘C’ilAk € Y.

> Je mnozinova o-algebra uzavrena na doplnék v E pro mnoziny A € D?

> Je mnozinova o-algebra uzaviena na prinik pro mnoziny A,B € D?




.

Pravdepodobnostni mira — rigorozni zavedeni

> Pravdépodobnost z matematického pohledu = pravdepodobnostni
mira
P:2E - (0,1),

kde defini¢ni obor Dom(P) je

e potence spocetného vybérového prostoru E (diskrétni NV);
* mnoZzinova soustava borelovskych mnozin (spojité NV).

> Tento definicni obor pravdépodobnostni miry se oznacuje o-algebra
jevu.

> symbol Dom(P) = D

17



> Pravdépodobnost (pravdépodobnostni mira) je kazdé zobrazeni
P:D — (0,1), které vSem mnozinam ze soustavy D prirazuje
Cislo z intervalu (0,1) pfi splnéni téchto axioma:

e axiom nulovosti: P[0] = 0;

e axiom normality: P[E] = 1;

e axiom monotonie: A, Be I ANACB = PlA]|<P[B];

e axiom nezapornosti: Ae ¥ = P[A]=0;

e axiom aditivity: A, BEe Z2ANANB=0 = P[AUB]=%P[A]+ P[B].
e axiom o—aditivity: A1, Az,..., A,... € ZANANA;=0(k#{() =

= P[U;zlAk] = lel PlAL].

(Pozndmka: nékteré axiomy ,navic” pro prehlednost a lepsi pochopeni) 18



> Pro obor hodnot Ran(P) pravdépodobnostni miry plati, ze
Ran(P) c (0,1).

» Tato vlastnost plyne bezprostredné z uvedenych axiomu
pravdépodobnostni miry a lze ji vyjadrit zapisem

VG € D: P|G] € (0,1).

> Odkud plyne toto tvrzeni?

* pro dolni mez
-> axiom nezapornosti

e pro horni mez
-> axiom normality a axiom monotonie
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Jevy a jejich mnozinova interpretace

» Vysledky nahodnych pokusi muzeme pokladat za mnoziny moznych
vysledkt nahodného experimentu.

> Lze vyuzit zapis P[A] misto P|X € A] a tedy pouzivat mnozinovou
symboliku a operace:

» sjednoceni jevil (A U B): nastane alespon jeden z jevii A, B *

= prunik jevli (A N B): oba jevy 4, B nastanou soucasné *

* rozdil jevli (A \ B): nastane jev 4, ale nenastane jev B

= A je podjev B (A C B): jev A nastane kdykoliv, kdyz nastane jev B

* analogicky prlnik a sjednoceni vétsiho poctu jev(
20




= jev opacny &i dopliikovy k jevu B (A = B®): nastava pravé tehdy, kdyz
nenastava jev B

v'ziejmé B¢ = E\ B
vatakt BUB¢ = E

* neslucitelné (disjunktni) jevy A, B: pokud platiANB = @
= neslucitelné (disjunktni) jevy B4, B, ..., B,,: pokud plati
Vi,k € {1,2,..,n}:i#k = B; N B, = 0.
* Uplny systém neslucitelnych jeva B4, B, ..., B,,: zaroven plati

Vi,k€{1,2,..,n}i+k = B;NB, =0,
B,UB,U---UB, =E.

" jev slozeny: sjednoceni alespon dvou neslucitelnych jevu

" jev elementarni: pokud neni slozeny




IR Odvozené vlastnosti pravdépodobnosti

» z axiomu plyne rfada doplnkovych vlastnosti

> napfl. axiom monotdnie Ize odvodit z ostatnich axiomu:

e MéjmejevwwA,B € DANA CB.

Plati rovnostiB = AU (B\ 4), An(B\A4) = 0.

Z axiomu aditivity plyne P|B] = P|A] + P|B \ Al].

Pro obor hodnot pravdépodobnostni miry ovSem plati
VG € D: P[G] € (0,1) » P[B\ A] € (0,1).

Odsud plyne P[A] < P|B].

22
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ULOHY: Dalsi vlastnosti pravdépodobnosti
> 1) subtraktivita:

A BeEDNAcCB = P[B\A]=P|B]—-P|[A]
> 2) komplementarita:

A€D= P[A‘] =1— P[A]

> Vztahy dokazte.

23



3)

Dokazte, ze plati:

e P[AUB|=PIA] + P|B] — P|A N B] pro libovolné dva jevy A, B € Z.

e Je-li By, B,,...,B, € 2 uplny systém neslucitelnych jevu, pak 2}'::1 PIBi] = 1.

e (AJUAU...UA,) =ATNASN...NA] pro libovolnou sadu jevu ze o—algebry 2.
e (A1NA2N...NA,) =A]UA5U...UA] pro libovolnou sadu jevu ze o—algebry 2.

o PIA\B]+PIANB]+P[B\A] =P|AUB] pro libovolne dva jevy A,B € Z.

4)

Pokusme se rozhodnout, zda (pripadné za jakych podminek) plati rovnost P[A\ B] = P[A] - P|B]
pro libovolné dva jevy A, B € 4.




Distribucni funkce

> univerzalni pravdépodobnostni charakteristika pro kazdou 1D
nahodnou proménnou

> distribucni funkce nahodné veliCiny X:
F(x) = P[X < x].

» definicni obor: mnozina vsech realnych cisel R (i pro vybérovy
prostor podstatné méné mohutny)

> vlastnosti?

25



Priklad — hod falesnou kostkou

Uvazujme falesnou hraci kostku, pri jejimz hodu pada cislo 3 péetkrat castéji nez ostatni hod-

noty. Vsechny ostatni hodnoty jsou stejné pravdépodobneé. Vybérovym prostorem je mnozina
E=1{1,2,3,4,5,6.}. A jejim rozkladem na uplny systém neslucitelnych (a zaroven elementarnich)
jevua je zjevne systém mnozin (jeva) By = {1}, B> = {2}, B; = {3}, B4 = {4}, Bs = {5} a B¢ = {6}. S ohle-
dem na vyse uvedeny fakt, ze P[B3] = 5P|[By] pro vsechna k= 1,2,4,5,6, a take ze ZE}:] P|Br] =1,
vidime, zZe pravdeépodobnostni tabulka zkoumaného jevu vypada takto:

Elementarni jev Jeho pravdépodobnost
By = {1) PIB1l = 15
B> = {2} P[B2] = 15
B; = {3) PIBs] = 1
By = {4) PIB4] = 15
Bs = {5} PIBs] = 15
B = {6} PIBe] = 15

...vlastnosti F(x)?
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