Uvod do pravdépodobnosti
01UP2

Distribucni funkce



Pripomenuti — hod falesnou kostkou

Uvazujme falesnou hraci kostku, pri jejimz hodu pada cislo 3 péetkrat castéji nez ostatni hod-

noty. Vsechny ostatni hodnoty jsou stejné pravdépodobneé. Vybérovym prostorem je mnozina
E=1{1,2,3,4,5,6.}. A jejim rozkladem na uplny systém neslucitelnych (a zaroven elementarnich)
jevua je zjevne systém mnozin (jeva) By = {1}, B> = {2}, B; = {3}, B4 = {4}, Bs = {5} a B¢ = {6}. S ohle-
dem na vyse uvedeny fakt, ze P[B3] = 5P|[By] pro vsechna k= 1,2,4,5,6, a take ze ZE}:] P|Br] =1,
vidime, zZe pravdeépodobnostni tabulka zkoumaného jevu vypada takto:

Elementarni jev Jeho pravdépodobnost
By = {1) PIB1l = 15
B> = {2} P[B2] = 15
B; = {3) PIBs] = 1
By = {4) PIB4] = 15
Bs = {5} PIBs] = 15
B = {6} PIBe] = 15




Pripomenuti — hod falesnou kostkou

Y4 E=1{1,2345,6)
7 @
4/5 ®
3/6®
2/5 &
VLASTNOSTI:
175 @ ¢
G~ o o & o o 5| > prodiskrétni NV typicky skokovy
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 charakter,
* F(0,8)=P|X<08]=PXe{}]=0 > spojita zleva,
1
« F2Q)=P[X<2]=P[Xe{1}] = 7o > neklesajici,
9
- F(52)=P[X <52]=P[X€(1,..,5}] = 10 > obor hodnot z intervalu (0,1), ...




Priklad — F(x) pro spojité rovhomerné rozdéleni

> spojita rovhomeérne rozdeélena nahodna veli¢ina X
> realizace X nabyvaji vSech hodnot z (a, b) se stejnou pravdépodobnosti

> vSechny intervaly (a,a + §) o stejné délce § > 0, které jsou
podmnozinou vybérového prostoru maji stejnou pravdépodobnost

> distribucni funkce:

( ’ Jak bude vypadat distribucni
0 XS4 funkce proa=1,b =77
F(x) =4 =2 x € (a,b)
1 x> b. VLASTNOSTI:

» vSechny vysSe uvedené

» + kompletné spojita




.

Heavisideova funkce

> elementarni po ¢astech spojita funkce ®(x): R — R definovana:

0 x <0
O(x) = <
1 x > 0.

\,

> pro libovolnou funkci A(x): R — R se definuje souc¢in O(x)h(x) nulovy pro
vSechnax € I, I = (—,0)

> plati i pokud funkce na I neni definovana, nema v nekterych bodech I limity
nebo jsou limity rovné +oo

o)
X

> zjednodusi zapis funkci (skokovy pribéh); g(x) = - g(0)=0

> alternativni Heavisideova funkce: 0(x) = 1—0(—x)
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Zakladni vlastnosti distribucni funkce

e Dom(F) = R; e lim, ,,F(x)=1;
e Ran(F) c (0,1); o lim, , o F(x)=0;
e [(x) je na R neklesajici; e [(x) je na R spojita zleva.

> dodatecny predpoklad: ¢astecna spojitost F(x)
* kompletné spojitd F(x) € C(R)
* ma konec¢né mnoho bodU nespoijitosti, F(x) € PC(R)

* blize viz definice po Castech spojitych funkci ve skriptech
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Dukazy zakladnich vlastnosti distribucni funkce

Ran(F) c (0, 1)

> definicni obor distribucni funkce jsou vsechna R
> pravdépodobnost P[X < x| ma obor hodnot {(0,1)
» Ran(F) c (0,1), pouze ve specialnich pfipadech Ran(F) = (0,1)

F(x) je na R neklesajici

» zvolme libovolnou dvojici x < y, chceme ukazat F(x) < F(y)
> (=o,x) € (—o0,y) = P[(—0o0,x)] < P[(—00,y)] ...monotonie pravd. miry
»F(x)=F(X < x)=..7




limy 5400 F(x) =1

> princip: P[X € (—o0,4+0)] = P[R] =1

» posloupnost (x)y~1, pro kterou plati:
o Xy <Xy < X3<

e lim x; = oo.

k—oo

> Pak je posloupnost prislusnych distribucnich funkénich hodnot (F) -4
neklesajici, protoze:

F(xp) = PIX < xi] = PIX € (=00, x1)] < PIX € (=00, x141)] = PIX < xp11] = F(xp41)

> funkce omezena a neklesajici = musi mit limitu; logicky rovna 1




lim, ,_ F(x) =0

> analogicky postup

» zavedeme G(x) = 1 — F(x) a aplikujeme predchozi ivahy

F(x) je na R spojita zleva

> pfedmétem matematické analyzy B4

» dUkaz ve skriptech k 01ANB4
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Pravdépodobnost intervalli a bodovych mnozin

Polouzavreny interval

» libovolna [a < b]; pravdépodobnostni dotaz P|X € {(a,b)]| =?
>{a,b) = (=0,b) \ (=, a) azérover (—o0,a) c (—,b)

> vyuzijeme vlastnosti:
AL BeD NAc B = P[B\A]|=P|B]—P|[A]

— [P[Xe(a,b)]: P(b)—P(a)]

10



Otevreny interval
> libovolna [a < b]; pravdépodobnostni dotaz P[X € (a, b)] =?

» otevieny interval (0, 1) Ize pokryt disjunktnim spocetnym sjednocenim
polouzavrenych interval(: 00

1 1
(0,1) = @ <n - 1’5)
n=1
e, . . ’ o 1 1
» ze o —aditivity vime: Pl(a,b)] = Xp=1P KE’Q)]
> pro polouzavrené intervaly: Pl(a,b)] = Xn=1 (F (%) —F (ﬁ))

> soucet Ciselné rady = limita posloupnosti castecnych souctu

1
P[(0,D] = lim (F(l) —F (k—-|—1>> = F(D) = lim, F(x)




> |ze zobecnit pro obecny interval (a, b), viz skripta

{P[(a, b)] = Ill_r)glo (F(b) —F (a + I;_Tcll)> = F(b) — xlircrll"‘ F(x)}

> obecné tedy: P([X € (a,b)] < P[X €{a,b)]

> totozné pouze kdyz je F(x) spojita v bodé a

Jednoprvkova mnozina

> mnozina A = {a},a € R, tedy {a} U (a,b) ={a,b) A {a}n(a,b) =0

> axiom aditivity: [P[X =aqa| = lim+F(x) —F(a) = [F(x)]aJ
X—a

> [F(x)], ...délka skoku distribucni funkce
> F(x) v bodé a spojita, pak P[X =a] =0




Konecnéprvkové mnoziny

> mnozina K = {aq, a,, ..., a,, } rGznych prvk(; P|X € K] =?

v

rozklad mnoziny na disjunktni sjednoceni A = {a,}, B ={a,,...,a,, }

=) P[X e€K]=P[XeA]+P[X€B]=P[X=a1]+P[XE€EB]

v

rozklad B na disjunktni sjednoceni C = {a,},D = {as, ...,a,, },...

> postupné rozklady dalSich mnozin

SN L@[x cKl=) PIX=a]= Z‘[P(x)]%
k=1

k=1

> soucet skoku distribu¢ni funkce v bodech plvodni mnoziny




Spocetnéprvkové mnoziny

> mnozina S = {aq, a,, ... } rlznych prvk(; P[X € S| =?

> rozklad mnoziny na spocetné disjunktni sjednoceni jednoprvkovych mnozin

> aplikace axiomu o —aditivity pravdépodobnostni miry

=) L@[x es]= ) PIX=q]= Z[P(x)].qk}
k=1 k=1
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ULOHY: pravdépodobnost uzavieného intervalu
e pravdepodobnost uzavieného intervalu

Na zaklade predeslych vysledkti odvodte pravdépodobnost P[X € (g, b)], ze vysledkem experi-
mentu s nahodnou proménnou X bude hodnota lezici v uzavrenem intervalu (a, b).

 distribucni funkce diskrétni rovhomeérné rozdélené proménné

Rozmyslete, jakou vlastnost ma distribuc¢ni funkce diskrétni nahodné proménne, kdy jsou
vsechny elementarni jevy stejné pravdéepodobné. Naleznéte takée priklady takoveho nahodného
jevu a prislusnou distribucni funkei vykreslete.

15




Uvaha: mnoziny nulové pravdépodobnosti

* P-nulové mnoziny = jejich pravdépodobnostni mira je nulova

* Jde pro P[X € A] = 0 automaticky o jev nemozny?
» diskrétni NV ano
» spojitd NV -> Cetnost jevu je extrémné nizka:

Provedeme-li m opakovanych pokust s toutéz nahodnou proménnou X a zaznamename-li si
do promeénneé n pocet vsech pripadu, kdy byla vysledkem experimentu hodnota a, pak vyraz n/m
reprezentuje relativni ¢etnost zkoumaného jevu. Protoze Cislo n zavisi na poc¢tu vsech pokusu,
piseme n = n(m). Relativni cetnost

je tedy také funkci celkového poctu pokusti. A protoze je jasné, ze se zvysSujicim se poctem
pokusu bude relativni ¢etnost »(m) konvergovat k teoretické hodnoté pravdépodobnosti P[X =

a], vidime, zZe
n(m)

lim »(m)= lim =P[X =a]=0. 16
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