
Úvod do pravděpodobnosti 
01UP2
Distribuční funkce



Připomenutí – hod falešnou kostkou
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Připomenutí – hod falešnou kostkou
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• F(0,8)=𝑃 X < 0,8 = 𝑃 𝑋 ∈ {} = 0

• F(2)=𝑃 𝑋 < 2 = 𝑃 𝑋 ∈ {1} =
1
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• F(5,2)=𝑃 𝑋 < 5,2 = 𝑃 𝑋 ∈ {1, . . , 5} =
9
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𝑬 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔

VLASTNOSTI:

➢ pro diskrétní NV typicky skokový 
charakter,

➢ spojitá zleva,

➢ neklesající,

➢ obor hodnot z intervalu 0,1 , …



Příklad – F(x) pro spojité rovnoměrné rozdělení
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› spojitá rovnoměrně rozdělená náhodná veličina 𝑋

› realizace 𝑋 nabývají všech hodnot z 𝑎, 𝑏  se stejnou pravděpodobností

› všechny intervaly ۦ𝑎, 𝑎 + 𝛿) o stejné délce 𝛿 > 0, které jsou 
podmnožinou výběrového prostoru mají stejnou pravděpodobnost

› distribuční funkce:

Jak bude vypadat distribuční 
funkce  pro 𝒂 = 𝟏, 𝒃 = 𝟕 ?

VLASTNOSTI:

➢ všechny výše uvedené

➢ + kompletně spojitá



Heavisideova funkce
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› elementární po částech spojitá funkce Θ 𝑥 : ℝ → ℝ definovaná:

 

› pro libovolnou funkci ℎ 𝑥 : ℝ → ℝ se definuje součin Θ 𝑥 ℎ(𝑥) nulový     pro 
všechna 𝑥 ∈ 𝐼, 𝐼 = (−∞, ۧ0

› platí i pokud funkce na 𝐼 není definovaná, nemá v některých bodech 𝐼 limity 
nebo jsou limity rovné ±∞

› zjednoduší zápis funkcí (skokový průběh); 𝑔 𝑥 =
Θ 𝑥

𝑥
→ 𝑔 0 = 0  

› alternativní Heavisideova funkce:  Θ 𝑥
∗
= 1 − Θ −𝑥



Základní vlastnosti distribuční funkce
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› dodatečný předpoklad: částečná spojitost 𝐹 𝑥

• kompletně spojitá 𝐹 𝑥 ∈ 𝐶(ℝ)

• má konečně mnoho bodů nespojitosti, 𝐹 𝑥 ∈ 𝑃𝐶 ℝ

• blíže viz definice po částech spojitých funkcí ve skriptech



Důkazy základních vlastností distribuční funkce

• )
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› definiční obor distribuční funkce jsou všechna ℝ

› pravděpodobnost 𝑃 X < 𝑥  má obor hodnot 0,1

› Ran(𝐹) ⊂ 0,1 , pouze ve speciálních případech Ran 𝐹 = 0,1

› zvolme libovolnou dvojici 𝑥 < 𝑦, chceme ukázat F(𝑥) ≤ 𝐹(𝑦)

› −∞, 𝑥 ⊂ −∞, 𝑦  ⇒ 𝑃 −∞, 𝑥 ≤ 𝑃[ −∞, 𝑦 ] …monotonie pravd. míry

› F(𝑥)= F(X < 𝑥)= …?
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• 𝑥𝑘 𝑘=1
∞

› princip: 𝑃 𝑋 ∈ −∞, +∞ = 𝑃 ℝ = 1

› posloupnost 𝑥𝑘 𝑘=1
∞ , pro kterou platí:

• 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3< ⋯,   

• lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = ∞. 

› Pak je posloupnost příslušných distribučních  funkčních hodnot 𝐹𝑘 𝑘=1
∞  

neklesající, protože:

› funkce omezená a neklesající ⇒ musí mít limitu; logicky rovna 1
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› analogický postup

› zavedeme 𝐺 𝑥 = 1 − 𝐹(𝑥) a aplikujeme předchozí úvahy

› předmětem matematické analýzy B4

› důkaz ve skriptech k 01ANB4



Pravděpodobnost intervalů a bodových množin
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Polouzavřený interval

› libovolná 𝑎 < 𝑏 ; pravděpodobnostní dotaz 𝑃 𝑋 ∈ ,𝑎ۦ )𝑏 =?

,𝑎ۦ ‹ )𝑏 = −∞, 𝑏 ∖ −∞, 𝑎  a zároveň −∞, 𝑎 ⊂ −∞, 𝑏  

› využijeme vlastnosti:
𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷 ∧ 𝐴 ⊂ 𝐵 ⇒  𝑃 𝐵 ∖ 𝐴 = 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴
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Otevřený interval

› libovolná 𝑎 < 𝑏 ; pravděpodobnostní dotaz 𝑃 𝑋 ∈ (𝑎, )𝑏 =?

› otevřený interval (0, )1  lze pokrýt disjunktním spočetným sjednocením 
polouzavřených intervalů:

› ze 𝜎 −aditivity víme:  𝑃 𝑎, 𝑏 = σ𝑛=1
∞ 𝑃 ർ

1

𝑛+1
, ቁ

1

𝑛

› pro polouzavřené intervaly: 𝑃 𝑎, 𝑏 = σ𝑛=1
∞ 𝐹

1

𝑛
− 𝐹

1

𝑛+1

› součet číselné řady = limita posloupnosti částečných součtů

𝑃 0,1 = lim
𝑘→∞

𝐹 1 − 𝐹
1

𝑘 + 1
= 𝐹 1 − lim

𝑥→0+
𝐹(𝑥)
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› lze zobecnit pro obecný interval (𝑎, )𝑏 , viz skripta

𝑃 𝑎, 𝑏 = lim
𝑘→∞

𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 +
𝑏 − 𝑎

𝑘 + 1
= 𝐹 𝑏 − lim

𝑥→𝑎+
𝐹(𝑥)

› obecně tedy: 𝑃 𝑋 ∈ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑃 𝑋 ∈ ,𝑎ۦ )𝑏

› totožné pouze když je 𝐹 𝑥  spojitá v bodě 𝑎

Jednoprvková množina

› množina 𝐴 = 𝑎 , 𝑎 ∈ ℝ, tedy 𝑎 ∪ 𝑎, 𝑏 ,𝑎ۦ = )𝑏  ∧ 𝑎 ∩ 𝑎, 𝑏 = ∅

› axiom aditivity:  𝑃 𝑋 = 𝑎 = lim
𝑥→𝑎+

𝐹 𝑥 − 𝐹 𝑎 = 𝐹(𝑥) 𝑎

› 𝐹(𝑥) 𝑎 …délka skoku distribuční funkce

› 𝐹(𝑥) v bodě 𝑎 spojitá, pak 𝑃 𝑋 = 𝑎 = 0
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Konečněprvkové množiny

› množina 𝐾 = 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 různých prvků; 𝑃 𝑋 ∈ 𝐾 =?

› rozklad množiny na disjunktní sjednocení 𝐴 = 𝑎1 , 𝐵 = 𝑎2, … , 𝑎𝑚 

› rozklad 𝐵 na disjunktní sjednocení 𝐶 = 𝑎2 , 𝐷 = 𝑎3, … , 𝑎𝑚 ,…

› postupné rozklady dalších množin

› součet skoků distribuční funkce v bodech původní množiny



14

Spočetněprvkové množiny

› množina 𝑆 = 𝑎1, 𝑎2, … různých prvků; 𝑃 𝑋 ∈ 𝑆 =?

› rozklad množiny na spočetně disjunktní sjednocení jednoprvkových množin

› aplikace axiomu 𝜎 −aditivity pravděpodobnostní míry



ÚLOHY: pravděpodobnost uzavřeného intervalu
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• pravděpodobnost uzavřeného intervalu

• distribuční funkce diskrétní rovnoměrně rozdělené proměnné



Úvaha: množiny nulové pravděpodobnosti
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• P-nulové množiny = jejich pravděpodobnostní míra je nulová

• Jde pro 𝑃 𝑋 ∈ 𝐴 = 0 automaticky o jev nemožný?
➢ diskrétní NV ano
➢ spojitá NV -> četnost jevu je extrémně nízká:
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