
Cvi£ení z p°edm¥tu 01UP2 (Úvod do pravd¥podobnosti 2)

1
Jaký rozptyl má náhodná veli£ina X, pro jejíº k−tý moment platí rovnost

E(Xk) =
k!
5k ?

�e²ení:

Abychom mohli zodpov¥d¥t jaký má tato náhodná veli£ina rozptyl, tak si sta£í uv¥domit, jak ho
m·ºeme vypo£ítat: VAR(X) = E(X2)− (E(X))2. Druhý moment náhodné veli£iny a st°ední hodnoty
m·ºeme ov²em vypo£ítat ze zadaného vztahu: E(X2) = 2!

52 a E(X1) = 1
51 . Tyto hodnoty te¤ jiº jen

dosadíme do vzorce pro rozptyl a budeme hotovi

VAR(X) = E(X2) − (E(X))2 =
2!
52 −

(
1
51

)2

=
4
25
.

2
Zodpov¥zte následující otázky týkající se náhodné veli£iny popsané hustotou pravd¥podobnosti z
obrázku níºe. Odpov¥di pi²te rovnou za p°íslu²né otázky zde na zadání.

• Jaké rozp¥tí má tato náhodná veli£ina?

• Jaký je modus náhodné veli£iny?

• Jaký nosi£ má náhodná veli£ina?

�e²ení:

1



Ani jedinou z poloºených otázek nelze zodpov¥d¥t bez zji²t¥ní horizontálního rozm¥ru obdélník·
v zadaném grafu. Bude tedy nezbytné vy°e²it nejprve tuto otázku. Ozna£me zmín¥ný horizontální
rozm¥r písmenkem a. Vertikální rozm¥r známe. Je jím hodnota 1/8. Aby zadaný graf skute£n¥
reprezentoval hustotu pravd¥podobnosti, jak tvrdí zadání, musí podle známých vlastností hustot
pravd¥podobnosti platit, ºe ∫

R
g(x) dx !

= 1.

Protoºe ale hodnota tohotu integrálu p°edstavuje obsah útvaru vymezeného osou x a grafem funkce
g(x), je z°ejmé (p°i triviální aplikaci u£iva základní ²koly), ºe∫

R
g(x) dx =

1
2
·

1
2
· 4a.

Odtud pak snadno dopo£teme, ºe a = 1. Nyní jiº snadno ur£íme, ºe nosi£em p°íslu²né náhodné
veli£iny je interval

supp(X) = {x ∈ R : g(x) > 0} = (0, 4).

A protoºe rozp¥tím náhodné veli£iny rozumíme délku jejího nosi£e (ve zobecn¥ném smyslu), snadno
nahlédneme, ºe marg(X) = 4. Modusem náhodné veli£iny, jak známo, rozumíme hodnotu (hod-
noty), v nichº p°íslu²ná hustota pravd¥podobnosti nabývá svého maxima, tj.

mod(X) = arg max
x ∈R

g(x) = 3.

3
Jakou st°ední hodnotu má náhodná veli£ina popsaná distribu£ní funkcí

H(x) = 1 −
1
3

(x + 3)e−x/3 ?

Nejprve ov²em zjist¥te, jaký je nosi£ této distribu£ní funkce.

�e²ení:

K nalezení nosi£e se nejd°íve podívejme na následující limitu:

lim
x→−∞

H(x) = limx→−∞1 −
1
3

(x + 3)e−x/3 = +∞.

Toto ov²em pro distribu£ní funkci z de�nice nem·ºe být platné, jelikoº z de�nice víme: limx→−∞ H(x) =

0. Toto nám nazna£uje, ºe H(x) nebude de�nována pro v²echna reálná £ísla. Vypo£t¥me dále hus-
totu ze zadané distribu£ní funkce. Hustotu získáme z de�ni£ního vztahu:

F(x) =

∫ x

−∞

fX(t)dt
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Nyní zderivujeme tento integrál jako funkci horní meze:

f (x) =
d

dx
FX(x)

Touto derivací dostaneme:
f (x) =

x
9
e−

x
3 .

Je vid¥t, ºe ∀x ∈ (−∞, 0) : f (x) < 0. To ale víme, ºe z de�nice hustoty nem·ºe platit. Zárove¬ platí,
ºe f (x) je pozitivní pro x ∈ (0,+∞). Pro hodnotu x = 0 =⇒ f (x) = 0. Limita limx→+∞ H(x) = 1
je spln¥na. Z tohoto uº m·ºeme psát:

supp f (x) = [0,+∞).

P°ejd¥me nyní výpo£tu st°ední hodnoty této náhodné veli£iny. St°ední hodnotu te¤ spo£teme z
de�ni£ního vztahu:

E(X) =

∫
R

x · fX(x) dx =
1
9

∫ +∞

0
x2e−

x
3 dx

t= x
3

= 3
∫ +∞

0
t2e−t dt = 3Γ(3) = 3 · 2! = 6.

P°i dosazování hustoty jsme zúºili integra£ní obor na interval [0,+∞) díky nosi£i náhodné veli£iny.

4
Jaký je mezikvartilový rozptyl náhodné veli£iny popsané distribu£ní funkcí z obrázku?

�e²ení:

Mezikvartilový rozptyl vypo£teme z dolního a horní kvartilu. Tyto hodnoty vypo£teme jako

Q 1
4

=

∫ a

−∞

g(x) dx = G(a) !
=

1
4

Q 3
4

=

∫ b

−∞

g(x) dx = G(b) !
=

3
4
,
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kde jsme pouze pouºili de�nici distribu£ní funkce. Pro ur£ení t¥chto hodnot nám bude sta£it £íst
ze svislé osy z grafu. Ve vertikálním sm¥ru je velikost jednoho dílku rovna 1

8 . To ov²em znamená, ºe
jsme schopni najít hodnoty 1

4 a 3
4 . Z grafu vidíme, ºe funkce G nabude hodnoty 1

4 v bod¥ x1 = 20
a hodnoty 3

4 v bod¥ x2 = 60. Mezikvartilový rozptyl je de�nován jako

IQV(X) = Q 3
4
− Q 1

4
= 60 − 20 = 40.

Dostáváme tedy, ºe mezikvartilový ropztyl je 40.

5
Na obrázku níºe je vyobrazena distribu£ní funkce náhodné veli£iny X. Ur£ete její nosi£, rozp¥tí,
st°ední hodnotu a medián.

�e²ení:

Nosi£ této náhodné veli£iny ur£íme z obrázku pomocí pr·se£ík· zadané k°ivky s osou x a hodnoty,
kdy je distribu£ní funkce poprve rovna jedné. Dolní hranici dostaneme za pomoci °e²ení rovnice

1
16

(x − 2)2 = 0 =⇒ x = 2.

Horní hranici dostaneme jako °e²ení rovnice

1
16

(x − 2)2 = 1 =⇒ x = 6.

Nosi£ je tímpádem supp(h) = (2, 6). Rozp¥tí je de�nováno jako rozdíl in�ma a suprema z nosi£e. To
je 4 a máme tedy marg(X) = 4. St°ední hodnotu této náhodné veli£iny získáme integrací hustoty
pravd¥podobnosti p°es nosi£ a hustotu pravd¥podobnosti dostame jako derivaci distribu£ní funkce,
a proto h(x) = x−1

8 . St°ední hodnotu pak vypo£teme jako

E(X) =
1
8

∫ 6

2
x(x − 1) dx =

1
8

[
x3

3
−

x2

2

]6

2
=

20
3
.
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A nakonec výpo£et mediánu. Medián je takové a, pro které platí∫ a

−∞

h(x) dx !
=

1
2∫ a

−∞

h(x) dx =
1
8

∫ a

2
x − 1 dx =

1
16

a(a − 2) !
=

1
2

a(a − 2) = 8 =⇒ x1 = −2 ∧ x2 = 4.

Z nalezeného nosi£e je pro nás ale p°ípustná pouze jedna hodnota a to x2 = 4. Mediánem je tedy
hodnota 4, MED(X) = 4.

6
Nalezn¥te modus náhodné veli£iny popsané hustotou pravd¥podobnosti z(x) = 4Θ(x)xe−2x.

�e²ení:

Modus náhodné veli£iny X je de�novaný jako argument maxima z hustoty pravd¥podobnosti:
mod(X) = arg max fX(x). Tudíº ho budeme hledat pomocí derivace a následného vy²et°ení extrému.
Prove¤me tedy derivace hustoty:

d fX
dx

(x) = 4Θ(x)e−2x(1 − 2x).

Jelikoº máme heavisideovu funkci v bod¥ x, tak víme, ºe hustota pravd¥podobnosti je nulová pro
v²echna záporná x. Díky tomu se nám zúºí obor na hledání extrému pouze na kladnou osu. Poj¤me
hledat extrém:

4e−2x(1 − 2x) !
= 0

1 − 2x = 0

x =
1
2

Na²li jsme bod podez°elý z extrému. Je doopravdy hledaným bodem? Podívejme se na intervaly
monotonie této funkce:

∀x ∈
(
0,

1
2

)
: f ′X(x) > 0 =⇒ funkce roste,

∀x ∈
(
1
2
,+∞

)
: f ′X(x) < 0 =⇒ funkce klesá.

Z toho jiº vidíme, ºe tento bod je skute£n¥ hledaným extrémem a máme mod(X) = 1
2 .
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7
Pro náhodnou veli£inu zadanou distribu£ní funkcí

H(x) =


0 x 6 2

(x−2)2

36 x ∈ (2, 8)
1 x > 8

ur£ete st°ední hodnotu a dolní kvartil.

�e²ení:

Dolní kvartil je de�nován jako £íslo, které rozd¥luje plochu pod k°ikvou na 1
4 a 3

4 . Platí proto pro
n¥j následující

Q 1
4

=

∫ a

−∞

h(x) dx = H(a) !
=

1
4
,

kde jsme vyuºili de�nice distribu£ní funkce. Vy°e²me rovnici

H(a) =
1
4

1
36

(a − 2)2 =
1
4

a = 5.

Z na²eho výpo£tu plyne, ºe dolní kvartil je roven 5, Q 1
4

= 5. Abychom toto cvi£ení úsp¥²n¥
do°e²ili, tak si budeme muset zjistit hustoty pravd¥podobnosti ze zadané distribu£ní funkce. Hustotu
pravd¥podobnosti získáme derivací distribu£ní funkce:

h(x) =


0 x 6 2

x−2
18 x ∈ (2, 8)
0 x > 8.

.

Je vid¥t, ºe nosi£ této hustoty je supp(h) = (2, 8). To nám zúºí integra£ní obor p°i hledání st°ední
hodnoty.

E(X) =

∫
R

xh(x) dx =
1

18

∫ 8

2
x(x − 2) dx = 6

St°ední hodnota je tedy rovna 6.

8
Nalezn¥te modus náhodné veli£iny popsané hustotou pravd¥podobnosti

z(x) =
1

416

(
x3 − 12x2 + 45x

)
,
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de�novanou na intervalu 〈0, 8〉. Mimo tento interval je hustota pravd¥podobnosti nulová.

�e²ení:

Modus je de�novaný jako argument maxima hustoty pravd¥podobnosti. Budeme proto hledat
extrém této hustoty. Za£neme vypo£tením derivace a nalezením kritických bod·.

z′(x) =
1

416

(
3x2 − 24x + 45

) !
= 0

x2 − 8x + 15 = 0
(x − 3)(x − 5) = 0 =⇒ x1 = 3 ∧ x2 = 5

Nalezli jsme 2 body podez°elé z extrému. Poj¤me je vy²et°it pomocí druhé derivace

z′′(x) =
1

416
(6x − 24)

z′′(3) =
1

416
(18 − 24) < 0

z′′(5) =
1

416
(30 − 24) > 0.

Z druhých derivací jiº vidíme, ºe bod x2 je minimem. Hledaným bodem je bod x1 = 2, má zápornou
druhou derivaci a m·ºeme ho prohlásit za námi hledaný modus, mod(X) = 3.

9
Ukaºte, ºe rozptyl náhodné veli£iny m·ºe být vypo£ten na základ¥ znalosti n¥kolika málo moment·.

�e²ení:

Víme, ºe rozptyl je de�nován jako VAR(X) = E (X − EX)2. Abychom se n¥kam dostali, tak nám
nezbývá nic jiného neº umocnit.

VAR(X) = E
(
X2 − 2XE(X) + (E(X))2

)
St°ední hodnota se chová jako lineární operátor:

E(X2) − E (2XE(X)) + E (EX)2 .

D·leºité je si dále uv¥domit, ºe st°ední hodnota z £ísla je to samé £íslo: E(a) = a. Je²t¥ bychom si
m¥li uv¥domit, ºe E (EX) = E(X), protoºe E(X) je £íslo.

E(X2) − 2E(X)E(X) + (E(X))2 = E(X2) − (E(X))2
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Te¤ uº jsme dosp¥li k poºadovanému výsledku. Rozptyl je moºno po£ítat jako rozdíl druhého
momentu a druhé mocniny momentu prvního náhodné veli£iny. V praxi je to mnohem p°íjemn¥j²í
vzore£ek.

10
Nalezn¥te rozptyl náhodné veli£iny popsané hustotou pravd¥podobnosti

h(x) =
2x Θ(x)
σ2 e

− x2

σ2 .

�e²ení:

Abychom zjistili rozptyl náhodné veli£iny dané hustotou h(x), tak vyuºijeme vzorce VAR(X) =

E(X2) − (EX)2. Budeme muset tedy vypo£ítat první a druhý moment náhodné veli£iny X. To
ud¥láme následujícím zp·sobem:

E(X2) =

∫
R

x2 · fX(x) dx =

∫
R

x2 ·
2x Θ(x)
σ2 e

− x2

σ2 dx =
2
σ2

∫ +∞

0
x3e

− x2

σ2 dx =

t= x2

σ2
=

2
σ2 · σ

2 ·
σ2

2

∫ +∞

0
t1e−t dt = σ2Γ(2) = σ2

E(X) =

∫
R

x fX(x) =
2
σ2

∫ +∞

0
x2e

− x2

σ2 dx
t= x2

σ2
= σ

∫ +∞

0
t

3
2−1e−t dt = σΓ

(
3
2

)
= σ

√
π

2
.

Te¤ uº m·ºeme vypo£ítat cht¥ný rozptyl:

VAR(X) = σ2 −

(
σ

√
π

2

)2

= σ2
(
1 −

π

4

)
.

11
Ur£ete nosi£, pravé pomezí a pravd¥podobnost P[X < 3 ∨ X > 9] pro náhodnou veli£inu X,
popsanou hustotou pravd¥podobnosti z obrázku.
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�e²ení:

M¥li bychom si nejd°íve ujasnit jaký rozm¥r mají obdélní£ky na vertikální ose. To zjistíme pomocí
vypo£ítaní obsahu pro obrazec na obrázku a následnému poloºení do rovnosti s hodnotou 1, jelikoº
hustota pravd¥podobnosti musí být normalizovaná na jedni£ku. Ozna£me a jako délku jednoho
obdélní£ku. Pak musí platit:

4 · 4a
2

+
6 · 2a

2
!
= 1 =⇒ a =

1
14
.

Nosi£ jsou takové x, kde hustota pravd¥podobnosti nabývá nenulových hodnot a tímpádem je
supp( f ) = (2, 4) ∪ (6, 12). Pravé pomezí je de�nováno jako ambR(X) = sup supp( f ) = 12.

Pravd¥podobnost P[X < 3 ∨ X > 9] vypo£teme jako sou£et jednotlivých pravd¥podobností

P[X < 3 ∨ X > 9] = P[X < 3] + P[X > 9] = P[X < 3] + 1 −P[X 6 9],

na konci jsme vyuºili pravd¥podobnost dopl¬kového jevu. Tyto pravd¥podobnosti pro nás uº pouze
p°edstavují plochu pod k°ivkou do speci�kované hodnoty. P[X < 3] vypo£teme jako obsah trojú-
helníku se základnou na ose x o velikosti 3. Tento obsah se rovná 9

28 . P[X 6 9] vypo£teme jako
sou£et prvního trojúhelníku a rozd¥lení druhého trojúhelníku do jednoho obdélníku a trojúhelníku.

P[X 6 9] =
4 · 4

12

2
+

1
14
· 3 +

1
14 · 3

2
=

25
28

=⇒ P[X > 9] =
3

28

Celková hledaná pravd¥podobnost je tedy rovna P[X < 3 ∨ X > 9] = 3
7 .

12
Pro náhodnou veli£inu zadanou hustotou pravd¥podobnosti

h(x) =


0 x 6 4

x−4
32 x ∈ (4, 12)
0 x > 12

ur£ete st°ední hodnotu a dolní kvartil.

�e²ení:

V tomto p°íkladu si budeme muset dát pozor na integra£ní obor. Poj¤me vypo£ítat st°ední hodnotu
pro spojitou náhodnou veli£inu. Za£neme z de�nice:

E(X) =

∫
R

x · hX(x) dx =

∫ 12

4

x2 − 4x
32

dx =

[
x3

96
−

4x2

64

]12

4
=

28
3

9



V druhé rovnosti jsme se omezili pouze na nosi£. P°ejd¥me nyní k výpo£tu dolního kvartilu. Dolní
kvartil Q 1

4
je de�nován jako:

Q 1
4

=

∫ a

−∞

h(x) dx !
=

1
4
.

Dosa¤me a vuyºijme nosi£e na²í hustosty na zúºení integra£ního oboru

Q 1
4

=

∫ a

4

x − 4
32
dx =

1
32

[
x2

2
− 4x

]a

4
=

1
32

(
a2

2
− 4a + 8

)
.

Výsledek uº jen poloºíme roven 1
4 , dopo£ítáme a a jsme hotovi.

1
32

(
a2

2
− 4a + 8

)
!
=

1
4

a(a − 8) = 0
a = 8

Dolní kvartil této náhodné veli£iny je roven 8.

13
Pravd¥podobnost je mnoºinová funkce, která mnoºinám p°i°azuje £íslo udávající pravd¥podobnost,
ºe výsledkem pokusu bude hodnota z dané mnoºiny. Jaké obecné vlastnosti tato pravd¥podobnost
nutn¥ spl¬uje?

�e²ení:

Obecn¥ máme daný pravd¥podobnostní prostor (Ω,A , P). Nech´ dále (∀ j ∈ N)
(
A j ∈ A

)
a B ∈ A .

Pak platí:

• P(∅) = 0

• Aditivita: P
(∑n

j=1 A j

)
=

∑n
j=1 P(A j),

• Monotonie: A ⊂ B =⇒ P(A) 6 P(B),

• Subtraktivita: A ⊆ B =⇒ P(B \ A) = P(B) − P(A),

• Omezenost: (∀A ∈ A ) (P(A) 6 1),

• Komplementarita: A ∈ A =⇒ P(Ac) = 1 − P(A).

M·ºeme je²t¥ doplnit pár poznatk· o sjednocení mnoºin (jev·):

• P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B),

• P(A∪B∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(A∩B)−P(A∩C)−P(B∩C)+P(A∩B∩C),
kde C ∈ A ,
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• (∀ j ∈ N, A j ∈ A )
[
P

(⋃n,+∞
j=1 A j

)
6

∑n,+∞
j=1 P(A j)

]
.

14
Pro náhodnou veli£inu zadanou hustotou pravd¥podobnosti

h(x) =


0 x 6 2

x−2
18 x ∈ (2, 8)
0 x > 8

ur£ete st°ední hodnotu a α−kvantil, kde α = 4/9. Vypo£ítejte také a co nejp°esn¥ji vykreslete
distribu£ní funkci.

�e²ení:

Abychom toto cvi£ení vy°e²ili, tak si budeme muset zapsat nosi£ této náhodné veli£iny. Ten je
supp(h) = (2, 8). To nám te¤ umoºní zúºit obor integrace p°i výpo£tu st°ední hodnoty a kvantilu.

E(X) =

∫
R

xh(x) dx =
1

18

∫ 8

2
x(x − 2) dx = 6

α−kvantil rozd¥luje plochu pod k°ivkou na α a 1 − α. Pro nás tedy rozd¥luje na 4
9 a 5

9 . Hledáme
proto takové β, pro které platí∫ β

−∞

h(x) dx =
1
18

∫ β

2
x − 2 dx =

1
18

[
x2

2
− 2x

]β
2

!
=

4
9[

x2

2
− 2x

]β
2

= 8

β2

2
− 2β + 2 = 8

β2 − 4β − 12 = 0
(β − 6)(β + 2) = 0

Pro nás je díky nosi£i p°ípustný pouze ko°en β = 6 a je to hledaný 4
9−kvantil.

15
Nalezn¥te modus náhodné veli£iny popsané hustotou pravd¥podobnosti

g(x) =
x

216

(
2x2 − 21x + 60

)
,

11



de�novanou na intervalu 〈0, 6〉. Mimo tento interval je hustota pravd¥podobnosti nulová.

�e²ení:

Pro nalezení maxima budeme na²i hustotu derivovat. Prove¤me tedy tuto derivaci

dg
dx

(x) =
1

216

(
6x2 − 42x + 60

) !
= 0

x2 − 7x + 10 = 0
(x − 2)(x − 5) = 0

Na²li jsme dva kritické body x1 = 2, x2 = 5. Dále vypo£teme druhou derivaci pro ur£ení typu
extrému a dosadíme si kritické body

d2g
dx2 (x) =

2x − 7
36

g′′(2) = −
1
12

< 0

g′′(5) =
1

12
> 0

Z tohoto jiº vidíme, ºe x2 je lokání minimum. Je²t¥ bychom m¥li zkontrolovat body na hranici
intervalu.

g(0) = 0

g(6) =
1
6

g(2) =
52

216
=⇒ g(2) > g(6)

Te¤ uº m·ºeme s jistotou °íci, ºe modus této náhodné veli£iny je 2, mod(X) = 2.

16
Nalezn¥te druhý moment náhodné veli£iny X popsané hustotou pravd¥podobnosti

h(x) =
32x2 Θ(x)
√
π
e−4x2

.

Lze uºít faktu, ºe
∫ ∞

0
e−ax2

dx = 1
2

√
π
a .

�e²ení:

12



Druhý moment náhodné veli£iny vypo£teme následujícím zp·sobem:

E(X2) =

∫
R

x2 · h(x) dx

P°i výpo£tu se zúºíme na nosi£, jeº je roven [0,+∞).∫
R

x2 · h(x) dx =
32
√
π

∫ +∞

0
x4e−4x2

dx

Te¤ bychom asi m¥li n¥jak vyuºít zadaného vztahu
∫ ∞

0
e−ax2

dx = 1
2

√
π
a . Jak? Mohli bychom si

v²imnout, ºe pokud budeme dvakrát tuto rovnost derivovat dle a, tak dostaneme ná² integrál.
Ov²em bychom si m¥li rozmyslet, zda je legální prohodit derivaci a integrál. Na p°edná²ce se
£tená° dozví, ºe tato zám¥na je skute£n¥ oprávn¥ná a od·vod¬uje ji v¥ta o derivaci integrálu s
parametrem.

d

da

∫ ∞

0
e−ax2

dx =

∫ ∞

0
(−x2)e−ax2

dx = −
1
4
√
π

(
1
a

) 3
2

d2

da2

∫ ∞

0
e−ax2

dx =

∫ ∞

0
(x4)e−ax2

=
3
8
√
π

(
1
a

) 5
2

V na²em p°ípad¥ je a = 4, takºe uº jen dosadíme a nezapomeneme na konstantu 32
√
π
.

32
√
π
·

∫ +∞

0
x4e−4x2

dx =
32
√
π
·

3
8
√
π

(
1
a

) 5
2 a=4

=
3
8

17
Náhodná veli£ina Y je popsána distribu£ní funkcí

H(y) =


0 y 6 1;

(y−1)3

27 y ∈ (1, 4);
1 y > 4.

Vypo£ítejte pravd¥podobnost P[Y > 2 ∧ Y < 3] a st°ední hodnotu Y.

�e²ení:

Budeme postupovat dle de�nice distribu£ní funkce H(y) = P(Y 6 y) a upravíme si zadanou
pravd¥podobnost, kterou máme vypo£ítat

P[Y > 2 ∧ Y < 3] = P[2 < Y < 3] = H(3) − H(2) =
7

27
.

13



St°ední hodnotu vypo£teme tak, ºe najdeme hustotu pravd¥podobnosti a vyintegrujeme p°es nosi£.

H′(y) =
(y − 1)2

9
= fY(y)

Nosi£ je interval (1, 4).

E(Y) =

∫
R

y fY(y)dy =

∫ 4

1
y

(y − 1)2

9
dy =

1
9

[
t4

4
+

t3

3

]3

0
=

13
4

Integra£ní meze se nám zm¥nili, kv·li pouºití substituce t = y − 1.

18
Nosi£em náhodné veli£iny

X ∼ g(x) = Ax
(
2x2 − 21x + 60

)
je interval 〈1, 6〉. Nalezn¥te její modus. A je normaliza£ní konstanta, jejíº hodnota nemá na výsle-
dek ºádný vliv.

�e²ení:

Modus je argument maxima hustoty pravd¥podobnosti. Budeme ho hledat pomocí derivace jako
extrém. Derivujme hustotu g(x)

g′(x) = A(6x2 − 42x + 60)

Poloºme derivaci rovnou nule a najd¥me kritické body

A(6x2 − 42x + 60) !
= 0

x2 − 7x + 10 = 0
(x − 2)(x − 5) = 0

Na²li jsme dva kritické body x1 = 2, x2 = 5. Dále vypo£teme druhou derivaci pro ur£ení typu
extrému a dosadíme si kritické body

g′′(x) = A(12x − 42)
g′′(2) = −18A < 0
g′′(5) = 18A > 0

Te¤ uº m·ºeme s jistotou °íci, ºe modus této náhodné veli£iny je 2, mod(X) = 2. Krajní body
nám výsledek neovlivní.

14



19
Diskrétní náhodná veli£ina Z je popsána Poissonovým rozd¥lením

P[Z = k] =
λke−λ

k!
, (k = 0, 1, 2, 3, . . .)

Vypo£ítejte st°ední hodnotu této náhodné veli£iny. �íslo λ je pevn¥ zvolený kladný parametr.

�e²ení:

Abychom vypo£ítali st°ední hodnotu této diskrétní náhodné veli£íny, budeme muset spo£ítat ná-
sledující sumu

E(Z) =

+∞∑
k=0

kP[Z = k] =

+∞∑
k=0

k ·
λke−λ

k!
.

Za£neme uv¥dom¥ním si, ºe pro k = 0 je výraz roven nule a m·ºeme s£ítat od k = 1.

e−λ
+∞∑
k=0

k ·
λk

k!
= e−λ

+∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ j = k − 1
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= e−λ
+∞∑
j=0

λ j+1

j!
= λe−λ

+∞∑
j=0

λ j

j!
= λe−λeλ = λ

Dosp¥li jsme tudíº k celkem zajímavému vysledku E(Z) = λ.

20
Nech´ pro náhodnou prom¥nnou X platí, ºe

X ∼ g(x) =
a

π(a2 + x2)
,

kde a > 0 je pevn¥ zvolený parametr. Vypo£ítejte horní kvartil.

�e²ení:

Horní kvartil nám rozd¥luje plochu pod zadanou k°ivkou na 3
4 a 1

4 . Je to tedy takové α, pro které
platí ∫ α

−∞

g(x) dx !
=

3
4

Na nosi£ v zadání, ani z p°edpisu funkce nemáme ºádné omezení a proto supp(g) = R. Pus´me se

15



do výpo£tu∫ α

−∞

g(x) dx =
a
π

∫ α

−∞

1
(a2 + x2)

dx =
a
π

1
a2

∫ α

−∞

1

1 +
(

x
a

)2 dx
t= x

a
=

1
π

∫ α
a

−∞

1
1 + t2 dt =

=
1
π

[
arctg

( x
a

)]α
−∞

=
1
π

(
arctg

(
α

a

)
− lim

x→−∞
arctg(x)

)
Tato hodnota se musí pro n¥jaké α rovnat 3

4 .

1
π

(
arctg

(
α

a

)
− lim

x→−∞
arctg(x)

)
!
=

3
4

arctg
(
α

a

)
!
=

5
4
π /tg

α = a

Horní kvartil je roven a, Q 3
4

= a.

21
Pro náhodnou prom¥nnou popsanou hustotou pravd¥podobnosti z obrázku ur£ete α−kvantil, kde

α = 1/3.

y

(0,0) x

1/8 11/2

�e²ení:

Pro úsp¥²né vy°e²ení tohoto p°íkladu budeme muset zjistit rozm¥r obdélní£k· ve vertikálním sm¥ru.
Ozna£me si ho a. Jelikoº máme zadanou hustotu pravd¥podobnosti, tak musí platit normaliza£ní
podmínka

1
8 · 6a

2
+

7
8
· 6a !

= 1 =⇒ a =
8
45
.

Dále máme najít α−kvantil, kde α = 1
3 . Tudíº hledáme takové x, které bude plochu pod k°ivkou

rozd¥lovat na 1
3 a 2

3 . Vypo£t¥me si nejd°íve obsah trojúhlení£ku na levé stran¥ obrazce. S Λ =
1
8 · 6 ·

8
45 = 2

15 . Te¤ musíme najít takové c, aby platilo, ºe pokud se£teme 2
15 + c = 1

3 =⇒ c = 3
15 .

c musí být obsah pod zbývajícím £tvercem v obrazci. Vý²ka £tverce je jasn¥ daná a tudíº musíme

16



najít délku strany na ose x tak, aby platilo 6· 8
45 ·d

!
= 3

15 . Z toho uº plyne d = 3
16 . Celkov¥ dostáváme,

ºe námi hledaný a−kvantil, kde α = 1
3 je: Q 1

3
= 1

8 + 3
16 = 5

16 .

22
Pouze jediný z obrázk· níºe p°edstavuje distribu£ní funkci náhodné veli£iny. Který to je? Pro tuto
vybranou variantu ur£ete, jaká je pravd¥podobnost, ºe výsledkem pokusu bude hodnota z intervalu
〈2, 5〉.

y

(0,0) x

84 62

A

y

(0,0) x

84 62

B

17



y

(0,0) x

84 62

C

y

(0,0) x

84 62

D
�e²ení:

Musíme si uv¥domit jaké vlastnosti má distribu£ní funkce. Víme, ºe musí platit limx→+∞ FX(x) = 1.
Tato podmínka ov²em rozhodn¥ není spln¥na pro obrázky A, B a C. Dále bychom je mohli také
vylou£it dle dal²í vlastnosti a to, ºe distribu£ní funkce je monotonn¥ rostoucí. To nám nechává
jediného kandidáta a to D.

Pro tuto distribu£ní funkci máme ur£it P[2 6 X 6 5]. To je ov²em pouze rozdíl hodnot distri-
bu£ních funkcí v krajních bodech P[2 6 X 6 5] = H(5)−H(2). Jak zjistit tyto hodnoty? Musíme
ur£it rozm¥r na ose y. Jelikoº maximální hodnota m·ºe být 1, tak to nám nutn¥ dá rozm¥r jednoho
£tvere£ku, ozna£me vertikální rozm¥r £tvere£ku jako a. Musí platit, ºe

8 · a !
= 1 =⇒ a =

1
8
.

Te¤ jiº m·ºeme vy£íslit hodnoty distribu£ních funkcí v zadaných bodech:

H(2) =
1
8

H(5) =
1
2
,

a tímpádem hodnota P[2 6 X 6 5] = H(5) − H(2) = 1
2 −

1
8 = 3

8 .
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23
Nalezn¥te takovou hodnotu parametru a > 0, aby rozptyl náhodné veli£iny popsané hustotou
pravd¥podobnosti

h(x) =
Θ(a2 − x2)

a

(
1 −

∣∣∣∣∣ xa
∣∣∣∣∣) ,

kde Θ(x) je Heavisideova funkce, byl roven 13,5.

�e²ení:

Jako první si uv¥domíme, co máme vypo£ítat, máme najít a tak, aby VAR(X) = 13, 5. Pro výpo£et
rozptylu budeme pot°ebovat st°ední hodnotu této náhodné veli£iny a její druhý moment. Kruciální
pro nás bude vy°e²it jak vypadá nosi£ této náhodné veli£iny s obecnou konstantou a. Jelikoº je
a > 0, tak si je²t¥ m·ºeme tvar hustoty zjednodu²it

h(x) =
Θ(a2 − x2)

a

(
1 −
|x|
a

)
Dále bychom se cht¥li zbavit Heavisideovy funkce. Budeme proto °e²it, kdy je její argument men²í
neº nula.

a2 − x2 < 0
a < |x|

Argument funkce je záporný pro kladné i záporné x, které jsou v¥t²í neº a, tedy ∀x ∈ (−a, a)
je argument nezáporný. To nám automaticky dáva nosi£ hustoty, supp(h) = (−a, a). Se známým
nosi£em se jiº m·ºeme pustit do integrace.

E(X) =

∫
R

xh(x) dx =
1
a

∫ a

−a
x
(
1 −
|x|
a

)
dx

Neº bychom se snaºili dále upravovat, je uºite£né se kouknout na integrand, |x| je sudá funkce a
jestliºe p°idáme konstantu, tak se sudost nezm¥ní, tudíº i 1−|x| je sudá funkce. x je naopak funkce
lichá. Z prvního ro£níku dále víme, ºe pokud vynásobíme funkci sudou a lichou, tak dostaneme
funkci lichou. Tímpádem máme intergral p°es symetrikcý interval z liché funkce a to je 0 a máme
E(X) = 0. Druhý moment bude vypadat skoro stejn¥

E(X2) =

∫
R

x2h(x) dx =
1
a

∫ a

−a
x2

(
1 −
|x|
a

)
dx

Tentokrát nenásobíme závorku funkcí lichou, nýbrº funkcí sudou. Jelikoº máme integrál ze sudé
funkce na symetrickém intervalu, jsme schopni tento integrál napsat jako dvojnásobek p°es interval
polovi£ní. Zárove¬ jsme tak schopni se zbavit absolutní hodnoty.

2
a

∫ a

0
x2

(
1 −

x
a

)
dx =

a2

6
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Kone£n¥ dosa¤me do vzorce pro výpo£et rozptylu a poloºme rovno 13,5.

VAR(X) = E(X2) − (E(X))2 =
a2

6
a2

6
!
= 13, 5

a = 9

A jsme hotovi, na²li jsme konstantu a tak, aby byl rozptyl této náhodné veli£iny roven 13,5.

24
Na£rtn¥te graf funkce h(x) z p°ede²lého p°íkladu a ur£ete rozp¥tí nosi£e.

�e²ení:

Graf:

Nosi£ je supp(h) = (−9, 9) jak jsme ur£ili v p°edchozím p°íklad¥. Tvar hustoty pravd¥podobnosti je
h(x) =

Θ(92−x2)
9

(
1 − |x|9

)
. Pr·se£íky s osou x jsou v bodech −9 a 9, p°i£emº pr·se£ík s osou y je na

hodnot¥ 1
9 . Musíme proto vykreslit dv¥ linearní funkce:

y1(x) =
x

81
+

1
9
,∀x ∈ (−9, 0]

y2(x) = −
x

81
+

1
9
,∀x ∈ (0, 9),

kde nám tyto dv¥ úse£ky spole£n¥ s osou x tvo°í rovnoramenný trojúhelník. Rozp¥tí nosi£e vypo£-
teme jako rozdíl pravého a levého pomezí na²í náhodné veli£iny.

ambL = inf supp(X) = −9
ambR = sup supp(X) = 9
marg(X) = ambR − ambL = 18

Rozp¥tí nosi£e je tedy 18.

25
Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné (jistého experimentu) má tvar

g(x) = AxΘ(x)Θ(4 − x).

Stanovte hodnotu A a vy£íslete st°ední hodnotu této prom¥nné.

20



�e²ení:

V tomto p°íklad¥ je nutné si rozmyslet nosi£ zadané náhodné veli£iny. Funkce Θ(x) nám nuluje
v²echna x ∈ R−. Funkce Θ(4 − x) nám zase nuluje v²echna x ∈ (4,+∞). Tyto dv¥ podmínky
nám nechávají interval [0, 4], pro který máji ob¥ theta funkce hodnotu rovnu jedné. Te¤ musíme
ur£it konstantu A tak, aby funkce g(x) byla skute£nou hustotou pravd¥podobnosti. Musíme zaru£it
planost podmínky ∫

R
g(x) dx !

= 1.

Ve výpo£tu se z celého R omezíme pouze na skute£ný nosi£.

A
∫ 4

0
x dx !

= 1

A =
1
8

Máme tedy plný tvar funkce g(x) = 1
8 xΘ(x)Θ(4 − x). St°ední hodnotu te¤ jiº dopo£teme snadno

E(X) =
1
8

∫ 4

0
x2 dx =

8
3
.

26
S jakou pravd¥podobností bude výsledek experimentu popsaného v p°ede²lém p°íklad¥ men²í neº
jeho st°ední hodnota?

�e²ení:

St°ední hodnota z minuého p°íkladu je 8
3 . Ozna£me si p jako hledanou pravd¥podobnost a m¥jme

stejnou náhodnou veli£inu X. Musíme vypo£ítat následující hodnotu

P[X <
8
3

] ≡ p

Tuto hodnotu m·ºeme bu¤ vypo£ítat jako hodnotu distribu£ní funkce v bod¥ 8
3 → G

(
8
3

)
, nebo

vypo£ítat integrál z hustoty od 0 do 8
3 . Kdyº máme hustotu, tak bude nejjednodu²²í provést

integraci

p =

∫ 8
3

−∞

g(x) =
1
8

∫ 8
3

0
x dx =

4
9
.

Pravd¥podobnost, ºe hodnota náhodné veli£inyX s hustotou pravd¥podobnosti g(x) = 1
8 xΘ(x)Θ(4−

x) bude men²í neº její st°ední hodnota 8
3 je rovna 4

9 .
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27
Náhodná prom¥nná X je popsána hustotou pravd¥podobnosti

h(x) =
3(4 − x2)

32
Θ(4 − x2).

Nalezn¥te její nosi£, rozp¥tí, levé a pravé pomezí, modus, medián, st°ední hodnotu a rozptyl.

�e²ení:

Za£neme s nosi£em. Ten je dán heavisideovou funkcí a jejím argumentem. Musíme vy°e²it podmínku
4 − x2 < 0. Ta je spln¥na pro ∀x ∈ R \ [−2, 2]. Je²t¥ se koukneme na závorku ve funkci 4 − x2,
jeº je nulová prov x = ±2. Máme tedy supp(h) = (−2,−2). Vy°e²me dále rozp¥tí a levé a pravé
pomezí. Levé a pravé pomezí je de�nováno následovn¥

ambL(X) = inf supp(X) =⇒ ambL(X) = −2
ambR(X) = suppsupp(X) =⇒ ambR(X) = 2

Rozp¥tí nosi£e je de�nováno jako rozdíl pravého a levého pomezí =⇒ marg(X) = 4.

Abychom na²li modus, tak bychom m¥li derivovat, najít body podez°elé z extrému a vy²et°it je. My
si ov²em u²et°íme práci. Koukneme se na p°edpis této funkce h(x) =

3(4−x2)
32 . Konstanty nemusíme

°e²it, zam¥°íme se pouze na 4− x2. Je to parabola a díky znaménku mínus je ote°ená sm¥rem dolu.
Z toho m·ºeme usoudit, ºe bod maxima této funkce je v 0. Modus této náhodné veli£iny je roven
0, mod(X) = 0.

Dále vypo£t¥me medián. Medián rozd¥luje plochu pod grafem funkce h(x) na polovinu. Musí platit∫ MED(X)

−∞

h(x)d !
=

1
2
.

Pro nás
3
32

∫ MED(X)

−2
(4 − x)2 dx !

=
1
2
.

Po integraci dostaneme kubickou rovnici, ale jenom jeden její ko°en je sou£ástí nosi£e. Tento ko°en
má hodnotu 0. Proto MED(X) = 0. K tomuto jsme také mohli dojít mnohem rychleji. 4 − x2 je
sudá funkce a proto plocha pod k°ivkou bude rovna jedné polovin¥ pro takové x, které je extrémem
=⇒ mod(X).

St°ední hodnotu a rozptyl najdeme op¥t integrací z jejich de�nice a následným zúºením na nosi£.

E(X) =

∫
R

xh(x) dx =
3

32

∫ 2

−2
x(4 − x2) dx lichost

= 0

E(X2) =

∫
R

x2h(x) dx sudost
= 2 ·

3
32

∫ 2

0
x2(4 − x2) dx =

4
5

Rozptyl je pak dán jako VAR(X) = E(X2) − (E(X))2 = 4
5 .
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28
Hustota pravd¥podobnosti náhodné prom¥nné má tvar

g(x) =
3x2

64
Θ(x)Θ(4 − x).

Jaká je její st°ední hodnota a horní kvartil?

�e²ení:

Op¥t za£neme nosi£em. Nosi£ je díky heavisideovým funkcím omezen na interval (0, 4]. St°ední
hodnota je

E(X) =

∫
R

xg(x) dx =
3

64

∫ 4

0
x3 dx = 3.

Horní kvartil, coº je takové a, pro které je plocha pod k°ivkou rovna 3
4 , je

Q 3
4

=

∫ a

−∞

g(x) dx =
3
64

∫ a

0
x2 =

a3

64
!
=

3
4

=⇒ a = 2 · 6
1
3 .

29
Najd¥te pravd¥podobnost, ºe výsledkem pokusu, jehoº hustota pravd¥podobnosti je vyobrazena na
obrázku níºe, nebude hodnota men²í neº p¥t.

y

(0,0) x

84 62

Hustota pravděpodobnosti k úlohám č. 29, 30 a 31.

�e²ení:

Abychom mohli najít poºadovanou pravd¥podobnost, tak budeme nejd°íve muset najít p°edpis
p°ímky na obrázku. Za£neme s obecným p°edpisem p°ímky a její koe�cienty najdeme pomocí

23



normaliza£ní podmínky a pr·se£íku s osou x. M¥jme

f (x) = ax + b,

musí platit, ºe f (8) = 0 a
∫ 8

0
f (x) dx = 1.∫ 8

0
f (x) dx =

∫ 8

0
ax + b dx =

[
a

x2

2
+ bx

]8

0
= 32a + 8b

Máme tedy soustavu

8a + b = 0

32a + 8b = 1 =⇒ a = −
1
32
, b =

1
4
.

P°edpis vyobrazené hustoty je f (x) = − 1
32 x + 1

4 . Te¤ jiº m·ºeme p°ejít k výpo£tu cht¥né pravd¥-
podobnosti: P[X > 5]. Máme dv¥ moºnosti jak tuto hodnotu vypo£ítat. Bu¤ budeme po£ítat
pravd¥podobnost dopl¬kového jevu a nebo p°ímo zadanou pravd¥podobnost. Je to v podstat¥
jedno. Výpo£et obou je nakonec stejný:

P[X > 5] =

∫ 8

5
f (x) dx = 1 −

∫ 5

0
f (x) dx∫ 8

5

−1
32

x +
1
4
dx =

9
64
.

Pravd¥podobnost, ºe nahodná veli£ina X nabyde hodnoty v¥t²í jak 5 je P[X > 5] = 9
64 .

30
Pro p°ede²lou úlohu nalezn¥te st°ední hodnotu.

�e²ení:

St°ední hodnota je de�nována jako E(X) =
∫

R x f (x) dx. Dosadíme, omezíme se na nosi£ a dopo£-
teme

E(X) =

∫ 8

0

−1
32

x2 +
1
4

x dx =
8
3
.

31
K hustot¥ pravd¥podobnosti z p°ede²lého obrázku vykreslete odpovídající distribu£ní funkci.
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�e²ení:

Abychom mohli distribu£ní funkci vykreslit, tak ji musíme nejd°íve vypo£ítat. Distribu£ní funkce je
de�nována jako

F(x) =

∫ x

−∞

f (t) dt.

P°i dosazení se omezíme na nosi£ hustoty pravd¥podobnosti supp( f ) = [0, 8).

F(x) =

∫ x

0

1
4
−

t
32
dt =

[
t
4
−

t2

64

]x

0
= −

x2

64
+

x
4

Celkovou distribu£ní funkci m·ºeme tedy zapsat následovn¥:

F(x) =


0, x < 0
− 1

64 x2 + 1
4 x, 0 6 x 6 8

1, x > 8.

Distribu£ní funkce bude za£«at v 0 dle p°edpisu − 1
64 x2 + 1

4 x. Bude to parabola otev°ená sm¥rem
dolu a dosáhne 1 pro x = 8.

32
Jakou st°ední hodnotu a jaký rozptyl má náhodná prom¥nná distribuovaná podle hustoty pravd¥-
podobnosti

h(x) =
8
3

Θ(x)x3e−2x ?

�e²ení:

P°edtím neº za£neme po£ítat st°ední hodnotu tak si ujasn¥me nosi£ této náhodné veli£iny. Nosi£
je supp(h) = (0,+∞). St°ední hodnotu najdeme následovn¥

E(X) =

∫
R

xh(x) dx =
8
3

∫ +∞

0
x4e−2x dx t=2x

=
8
3
·

1
2
·

1
24

∫ +∞

0
t4e−t dx =

1
12

Γ(5) =
1

12
4! = 2.

Pro rozptyl budeme muset je²t¥ vypo£ítat druhý moment. Ten v²ak vypo£teme skoro stejn¥ jako
st°ední hodnotu, pouºitá substituce bude úpln¥ stejná.

E(X2) =

∫
R

x2h(x) dx =
8
3

∫ +∞

0
x5e−2x dx =

8
3
·

1
2
·

1
25

∫ +∞

0
t5e−t dx =

1
24

Γ(6) =
1
24

5! = 5

Rozptyl je tudíº: VAR(X) = E(X2) − (E(X))2 = 5 − 4 = 1.
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33
Jaký modus má náhodná prom¥nná z p°edchozího p°íkladu?

�e²ení:

Modus zde nevypozorujeme triviáln¥. Budeme hledat argument maxima hustoty pravd¥podobnosti
h(x) = 8

3 x3e−2x. Provedeme derivaci a poloºíme ji rovnou nule. Dále najdeme body podez°elé z
extrému a vy²et°íme je.

h′(x) =
8
3

x2e−2x (3 − 2x) !
= 0

x2(3 − 2x) = 0 =⇒ x1 = 0, x2 =
3
2

Máme dva body podez°elé z extrému. Podíváme se je²t¥ na druhou derivaci.

g′′(x) =
16
3
e−2xx(2x2 − 6x + 3)

g′′(0) = 0

g′′
(
3
2

)
= −

12
e3 < 0 =⇒ maximum

Vidíme, ºe nula bodem maxima není, ov²em x2 bodem maxima uº je. M·ºeme tudíº uº prohlásit,
ºe mod(X) = 3

2 .

34
Nakreslete zjednodu²ený box-plot (tj. bez odlehlých m¥°ení) pro náhodnou veli£inu z obrázku.

�e²ení:
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Pro vykreslení box-plotu budeme pot°ebovat kvartily: dolní kvartil, horní kvartil a také medián.
Dolní kvartil je takové x, pro které je plocha pod hustotou pravd¥podobnosti rovna 1

4 . To je ov²em
stejné jako kdyº budeme hledat takové x, pro které je G(x) = 1

4 . Takto najdeme v²echny následují
hodnoty:

x1 : G(x1) =
1
4

=⇒ x1 = 20

x2 : G(x2) =
1
2

=⇒ x2 = 50 (medián)

x3 : G(x3) =
3
4

=⇒ x3 = 60.

Tyto hodnoty nám uº sta£í k vykreslení box-plotu.

35
Náhodná veli£ina X je popsána hustotou pravd¥podobnosti

f (x) =
Θ(2 − |x|)

2π

√
4 − x2.

Vykreslete graf hustoty pravd¥podobnosti veli£iny Y = 2X a do stejného obrázku vykreslete také
f (x).

�e²ení:

Nejd°íve rozeberme trochu jak vypadá zadaná hustota pravd¥podobnosti. Je to parabola, která je
otev°ená sm¥rem dolu. Pr·se£íky s osou x jsou -2 a 2, supp( f ) = (−2, 2). Pr·se£ík s osou y je
roven 1

π
.

Náhodná veli£ina Y je de�nována jako lineární transformace Y = aX = b, kde a = 2 a b = 0. Z
p°ednásky víme, ºe hustota transformované náhodné veli£iny je

fY(x) =
1
|a|

fX

(
x − b

a

)
.

Pro nás to tedy je

fY(x) =
1
2

fX

(
x − 0

2

)
=

1
2

1
2π

Θ

(
2 −
|x|
2

) √
4 −

x2

4
=

1
4π

Θ

(
2 −
|x|
2

) √
4 −

x2

4
.

M·ºeme si v²imnout, ºe nosi£ náhodné veli£iny se nám zv¥t²il na supp( fY) = (−4, 4). Tvar paraboly
se zachoval a je stále otev°ená sm¥rem dol·. Pr·se£ík s osou y se nám posunul níºe na hodnotu
1

2π . Hustota se nám touto transformací lehce rozplácla.
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36
Nakreslete zjednodu²ený box-plot (tj. bez odlehlých m¥°ení) pro náhodnou veli£inu, jejíº hustota
pravd¥podobnosti je vyobrazena na obrázku níºe.

�e²ení:

Pro vykreslení box-plotu budeme pot°ebovat dolní a horní kvartil a medián. Budeme tedy hledat
vºdy takové a, pro které platí následující:

Q 1
4

=

∫ a1

−∞

g(x) dx !
=

1
4

Q 1
2

=

∫ a2

−∞

g(x) dx !
=

1
2
.

Q 3
4

=

∫ a3

−∞

g(x) dx !
=

3
4
.

Toto jsou ov²em zbyte£n¥ sloºité vypo£ty pro tento p°íklad. Jednodu²²í bude po£ítat obsahy pod
jednotlivými £ástmi zadané hustoty. Zkusme najít Q 1

4
. Plocha pod první £ástí k°ivky je S 1 =

40 · 1
160 = 1

4 . Z toho vidíme, ºe Q 1
4

= 40. Plocha pod druhou £ástí k°ivky je S 2 = 10 · 1
40 = 1

4 . To je
ov²em p°íhodné, protoºe plocha pod první a druhou k°ivkou je rovna 1

2 . To tímpádem znamená, ºe
Q 1

2
= 50. Plocha pod t°etí k°ivkou S 3 = 40 · 1

160 = 1
4 . Tento výsledek nám dá ná² poslední kvartil,

protoºe S 1 + S 2 + S 3 = 3
4 a tímpádem Q 3

4
= 90.

37
Parametry hustoty pravd¥podobnosti

f (x) = Θ(x)
λα

Γ(α)
xα−1e−λx

nastavte tak, aby st°ední hodnota náhodné veli£iny byla rovna jedné a rozptyl jedné t°etin¥. Uºijte
vztahu ∫ ∞

0
ys−1e−y dy = Γ(s).
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�e²ení:

Parametry hustoty, které máme nastavit jsou α a λ. Abychom tyto hodnoty ur£ili nezbývá nám nic
jiného neº vypo£ítat st°ední hodnotu a rozptyl, ty poloºit do rovnosti se zadanými hodnotami a z
t¥chto dvou rovnic ur£it hodnoty paramter·. Nicmén¥ bychom si je²t¥ m¥li ujasnit jaký je nosi£
této hustoty. To ale zjistíme velmi jednodu²e, heavisideova funkce nám prostor R redukuje pouze
na [0,+∞). Samotné x v argumentu nám ho je²t¥ zúºí na supp( f ) = (0,+∞). P°i integracích
vyuºijeme Gamma funkce.

E(X) =
λα

Γ(α)

∫ +∞

0
xαe−λx dx t=λx

=
λα

Γ(α)
1
λ

1
λα

∫ +∞

0
tαe−t dt =

1
λΓ(α)

Γ(α + 1) =
Γ(α + 1)
λΓ(α)

E(X2) =
λα

Γ(α)

∫ +∞

0
xα+1e−λx dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣stejný postup
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Γ(α + 2)
λ2Γ(α)

Dopo£t¥me rozptyl

VAR(X) =
Γ(α + 2)
λ2Γ(α)

−

(
Γ(α + 1)
λΓ(α)

)2

.

Poloºme do rovností se zadanými hodnotami

E(X) =
Γ(α + 1)
λΓ(α)

!
= 1 =⇒ λ =

Γ(α + 1)
Γ(α)

VAR(X) =
Γ(α + 2)
λ2Γ(α)

−

(
Γ(α + 1)
λΓ(α)

)2
!
=

1
3
.

Dosadíme λ do rozptylu

VAR(X) =
Γ(α + 2)Γ(α)2

Γ(α + 1)2Γ(α)
−

(
Γ(α)

Γ(α + 1)
Γ(α + 1)

Γ(α)

)2

︸                    ︷︷                    ︸
1

=
Γ(α + 2)Γ(α)

Γ(α + 1)2 − 1 !
=

1
3

Γ(α + 2)Γ(α)
Γ(α + 1)2

!
=

4
3

Uvaºujme α ∈ N, pak Γ(s) = (s − 1)! a dostaneme

(α + 1)!(α − 1)!
(α!)2 =

α + 1
α

!
=

4
3

=⇒ α = 1 =⇒ λ = 1.

38
Hustotou pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X je funkce z obrázku. Do obrázku p°ipraveného na
druhém papí°e vykreslete graf hustoty pravd¥podobnosti veli£iny Y = X

2 . Dopl¬te také chyb¥jící
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údaj v obrázku.

�e²ení:

Abychom p°íklad úsp¥²n¥ do°e²ili, tak musíme najít vertikální rozm¥r v obrázku. To zjistíme pomocí
normaliza£ní podmínky, ozna£me si vertikální rozm¥r a.

20 · a
2

!
= 1 =⇒ a =

1
10

Pro zji²t¥ní tvaru transformovavné hustoty pravd¥podobnosti by se nám vyplatilo je²t¥ zjistit tvar
p·vodní hustoty. Ta se bude skládat ze dvou use£ek. Ty najdeme následovn¥:

y(x) = ax + b

y1(4) = 0 = 4a + b y2(9) =
1

10
= 9a + b

y1(9) =
1

10
= 9a + b y2(24) = 0 = 24a + b

⇓ ⇓

y1(x) =
1

50
x −

2
25
, x ∈ (4, 9] y2(x) = −

1
150

x +
4

25
, x ∈ (9, 24].

P·vodní hustotu m·ºeme zapsat jako:

g(x) =


0, x ∈ (−∞, 4]
y1(x) = 1

50 (x − 4), x ∈ (4, 9]
y2(x) = − 1

150 (x − 9) + 1
10 , x ∈ (9, 24]

0, x ∈ (24,+∞).

Transformovaná hustota pravd¥podobnosti bude vypadat dle lineární transformace takto

gY(x) =
1
|a|

g
(

x − b
a

)
, kde a =

1
2
a b = 0

gY(x) = 2g(2x).
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Te¤ dosa¤me

gY(x) =


0, x ∈ (−∞, 2]
y1(x) = 2

25 (x − 2), x ∈ (2, 4.5]
y2(x) = − 1

75 (2x − 9) + 1
5 , x ∈ (4.5, 12]

0, x ∈ (12,+∞)

Je vid¥t, ºe se nám zmen²il nosi£ na interval supp( fY) = (2, 12), p°i£emº nám jednolivé use£ky
vytvo°ili '²pi£at¥j²í' trojúhelník s krat²í základnou.

39
Nakreslete zjednodu²ený box-plot (tj. bez odlehlých m¥°ení) pro náhodnou veli£inu, jejíº hustota
pravd¥podobnosti je vyobrazena na obrázku níºe.

�e²ení:

Nejd°íve si zjistíme veritkální rozm¥r obdélní£k·. Jiº klasicky tento rozm¥r zjistíme z normaliza£ní
podmínky. Ozna£me si vertikální rozm¥r obdélní£ku a. Pak musí platit následující:

8 · a + 4 · 4a !
= 1 =⇒ a =

1
24
.

Zadaná hustota z obrázku jde zapsat tímpádem takto:

f (x) =


0, x ∈ R \ [0, 12)
1
24 , x ∈ [0, 8)
1
6 , x ∈ [8, 12).

Pro nakreslení box-plotu budeme pot°ebovat zjistit medián a dolní a horní kvartil. Lep²í neº tipovat,
jaké x je který kvartil, bude lep²í je nají pomocí integrace. Integra£ní obor zde volíme dle intuice.
Dolní kvartil se bude nejspí²e vyskytovat v první £ásti zadané hustoty. Medián a horní kvartil budou
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jiº v druhé £ásti.

Q 1
4

=

∫ a1

−∞

f (x) dx =

∫ a1

0

1
24
dx =

a1

24
!
=

1
4

=⇒ a1 = 6

Q 1
2

=
1

24
· 8 +

∫ a2

8

1
6
dx =

a2

6
− 1 !

=
1
2

=⇒ a2 = 9

Q 1
2

=
1

24
· 8 +

∫ a3

8

1
6
dx =

a3

6
− 1 !

=
3
4

=⇒ a3 =
21
2

Te¤ jiº máme v²e pro nakreslení box-plotu.

40
Hustotou pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X je funkce z obrázku. Do obrázku p°ímo zde na
zadání vykreslete graf hustoty pravd¥podobnosti veli£iny Y = X

3 . �emu se musí rovnat £íslo a z
obrázku?

�e²ení:

Nejd°íve musíme zjistit jakou hodnotu má konstanta a. Tu ur£íme z normaliza£ní podmínky a
obsahu trojúhelníku. Musí platit, ºe

1 !
=

18 · a
2

=⇒ a =
1
9
.

Z obrázku vidíme, ºe hustota g(x) je tvo°ena dv¥ma use£kami. Jejich p°edpis ur£íme pomocí
krajních bod·:

y(x) = ax + b

y1(6) = 0 = 6a + b y2(18) =
1
9

= 18a + b

y1(18) =
1
9

= 18a + b y2(24) = 0 = 24a + b

⇓ ⇓

y1(x) =
1

108
x −

1
18
, x ∈ (6, 18] y2(x) = −

1
54

x +
4
9
, x ∈ (18, 24].
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P·vodní hustotu m·ºeme zapsat jako:

g(x) =


0, x ∈ (−∞, 6]
y1(x) = 1

108 (x − 6), x ∈ (6, 18]
y2(x) = − 1

54 (x − 24), x ∈ (18, 24]
0, x ∈ (24,+∞).

Transformovaná hustota pravd¥podobnosti bude vypadat dle lineární transformace takto

gY(x) =
1
|a|

g
(

x − b
a

)
, kde a =

1
3
a b = 0

gY(x) = 3g(3x).

Te¤ dosa¤me

gY(x) =


0, x ∈ (−∞, 2]
y1(x) = 1

12 (x − 2), x ∈ (2, 6]
y2(x) = −1

6 (x − 8), x ∈ (6, 8]
0, x ∈ (8,+∞).

Toto je na²e transformovaná hustota pravd¥podobnosti. Do obrázku uº jen zakreslíme tyto dv¥
use£ky. M·ºeme si v²imnou, ºe nosi£ transformované náhodné veli£iny se zmen²il na supp(gY) =

(2, 8) a hustota je ²pi£at¥j²í.

41
Hustotou pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X je funkce z obrázku. Do obrázku p°ímo zde na
zadání vykreslete graf hustoty pravd¥podobnosti veli£iny

Y =
X

2
− 3.

�e²ení:
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Tvar hustoty pravd¥podobnosti máme ur£ený jiº z minulého p°íkladu:

gX(x) =


0, x ∈ (−∞, 6]
y1(x) = 1

108 (x − 6), x ∈ (6, 18]
y2(x) = − 1

54 (x − 24), x ∈ (18, 24]
0, x ∈ (24,+∞).

Náhodná veli£ina Y vznikne lineární transformací z náhodné veli£iny X.

Y = aX + b, kde a =
1
2
a b = −3.

Tvar hustoty pravd¥podobnosti dostaneme následovn¥

gY(x) =
1
|a|

gX

(
x − b

a

)
= 2gX(2x + 6).

Po dosazení dostaneme transformovanou hustotu náhodné veli£iny Y:

gY(x) =


0, x ∈ (−∞, 0]
y1(x) = 1

27 x, x ∈ (0, 6]
y2(x) = − 2

27 (x − 9), x ∈ (6, 9]
0, x ∈ (9,+∞).

Na nové hustot¥ m·ºeme vid¥t nejenom, ºe nosi£ se zmen²il, ale celkov¥ se posunula vlevo.

42
Ur£ete nosi£, pravé pomezí a pravd¥podobnosti P[X < 2 ∧ X > 6], P[X < 2 ∨ X > 6] pro
náhodnou veli£inu X, popsanou hustotou pravd¥podobnosti z obrázku.

�e²ení:

Nosi£ je de�nován jako mnoºina bod· x, pro které hustota pravd¥podobnosti nabývá nenulových
hodnot. Z obrázku vidíme, ºe nosi£ je supp( f ) = (0, 4) ∪ (6, 12). Pravé pomezí je de�nováno jako
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suprémum z nosi£e a proto ambR = 12. Abychom mohli dále postupovat, bude nutné op¥t ur£it
vertikální rozm¥r. Ozna£me si délku jednoho obdélní£ku a. Pak musí z normaliza£ní podmínky
platit:

4 · 4a
2

+
6 · 2a

2
!
= 1 =⇒ a =

1
14
.

P[X < 2 ∧ X > 6] vy°e²íme lehce. Musí platit X < 2 ∧ X > 6, to ov²em nem·ºe platit sou£asn¥
a tímpádem je tento jev nemoºný =⇒ P[X < 2 ∧ X > 6] = 0. Druhá pravd¥podobnost P[X <
2 ∨ X > 6] nám jiº vypo£ítat p·jde a to roztrºením na sou£et jednotlivých pravd¥podobností
P[X < 2] a P[X > 6] = 1 −P[X 6 6].

První pravd¥podobnost P[X < 2] vypo£teme jako obsah trojúhelníka s délkou podstavy 2.

P[X < 2] =
2 · 2

14

2
=

1
7

Pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina X nabyde hodnoty men²í neº 6 je p°i stejné úvaze rovna
obsahu celého prvního trojúhelníku.

P[X > 6] = 1 −P[X 6 6] = 1 −
4 · 4

14

2
= 1 −

8
14

=
3
7

Dostáváme tudíº výslednou hodnotu pro celkovou pravd¥podobnost P[X < 2 ∨ X > 6] a to

P[X < 2 ∨ X > 6] = P[X < 2] + P[X > 6] =
1
7

+
3
7

=
4
7
.

43
Data z úryvku tabulky

pochází z náhodného výb¥ru popsaného hustotou pravd¥podobnosti

f (x) = Θ(x)
λα

Γ(α)
xα−1e−λx
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Pro jaké konkrétní hodnoty parametr· α a λ byl tento výb¥r po°ízen?

�e²ení:

Pro vy°e²ení tohoto p°íkladu si musíme uv¥domit jak se po£itá st°ední hodnota a rozptyl pro
Gamma rozd¥lení. Pro£? Obsahuje totiº práv¥ poºadované parametry α a λ. Jelikoº máme k
dispozici data, tak si m·mºeme napo£ítat odhady st°ední hodnoty a rozptylu. Za£n¥me zmín¥nými
odhady. St°ední hodnotu m·ºeme pro data odhadnout následovn¥ µ̂ = 1

n

∑n
i=1 Xi, kde n je po£et

dat a Xi jsou jednotlivé nam¥°ené hodnoty. Rozptyl pak získáme je²t¥ pomocí odhadu druhého
momentu, ν̂ = 1

n

∑n
i=1 X2

i , a vyuºití vzorce VAR(X) = E(X2) − (E(X))2.

Po se£tení hodnot dostaneme, ºe

µ̂ = 3.052
ν̂ = 12.05528.

Rozptyl je poté roven VAR(X) = 2.74058. Te¤ jiº p°ejd¥me k zadanému rozd¥lení. Je to obecné
Gamma rozd¥lení, pro které je moºno vypo£ítat jak st°ední hodnotu tak i rozptyl v uzav°ené form¥.
Pro náhodnou veli£inu X ∼ Gamma(α, λ) platí

E(X) =
α

λ

VAR(X) =
α

λ2 .

To nám uº ov²em dává dv¥ rovnice o dvou neznámých, protoºe pro st°ední hodnotu a rozptyl
máme odhady. Dosadíme, soustavu vy°e²íme a dostaneme hledané parametry.

α =
(E(X))2

VAR(X)
� 3.39

λ =
E(X)
VAR(X)

� 1.11

44
Hustotou pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X je funkce z obrázku. Do obrázku p°ímo zde na
zadání vykreslete graf hustoty pravd¥podobnosti veli£iny

Y =
X

3
− 2.
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�e²ení:

Nejd°íve musíme zjistit jakou hodnotu má konstanta a. Tu ur£íme z normaliza£ní podmínky a
obsahu trojúhelníku. Musí platit, ºe

1 !
=

18 · a
2

=⇒ a =
1
9
.

Z obrázku vidíme, ºe hustota g(x) je tvo°ena dv¥ma p°ímkami. Jejich p°edpis ur£íme pomocí
krajních bod·:

y(x) = ax + b

y1(6) = 0 = 6a + b y2(18) =
1
9

= 18a + b

y1(18) =
1
9

= 18a + b y2(24) = 0 = 24a + b

⇓ ⇓

y1(x) =
1

108
x −

1
18
, x ∈ (6, 18] y2(x) = −

1
54

x +
4
9
, x ∈ (18, 24].

P·vodní hustotu m·ºeme zapsat jako:

g(x) =


0, x ∈ (−∞, 6]
y1(x) = 1

108 (x − 6), x ∈ (6, 18]
y2(x) = − 1

54 (x − 24), x ∈ (18, 24]
0, x ∈ (24,+∞).

Transformovaná hustota pravd¥podobnosti bude vypadat dle lineární transformace takto

gY(x) =
1
|a|

g
(

x − b
a

)
, kde a =

1
3
a b = −2

gY(x) = 3g(3x + 6).
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Po dosazení dostaneme následující hustotu pravd¥podobnosti

gY(x) =


0, x ∈ (−∞, 0]
y1(x) = 1

12 x, x ∈ (0, 4]
y2(x) = −1

6 (x − 6), x ∈ (4, 6]
0, x ∈ (6,+∞).

Op¥t si m·ºeme v²imnout, ºe transofrmace nám zúºila nosi£ na supp(gY) = (0, 6).

45
Dv¥ náhodné veli£iny X a Y pocházejí ze stejné distribuce

g(x) = Θ(x)λe−λx.

Jakou hustotu pravd¥podobnosti má náhodná veli£ina

Z =
X +Y

2
.

�e²ení:

Nejd°íve budeme muset najít hustotu pomocné náhodné veli£iny W = X + Y. Tu získáme jako
konvoluci dvou p·vodních.

fW(w) = ( fX ∗ fY)(w) =

∫
R

fX(w − α) fY(α) dα =

∫
R

Θ(w − α)λe−λ(w−α)Θ(α)λe−λα dα =

= λ2e−λw
∫ w

0
dα = λ2we−λw

Te¤, kdyº jiº máme hustotu pravd¥podobnosti pro sou£et dvou náhodných veli£in m·ºeme p°ejít k
získání výsledné hustotuy. Náhodná veli£ina Z je pro nás de�nována jako Z = X+Y

2 = 1
2W. Musíme

tedy jiº jen provést lineární transformaci. Hustotu pro Z = a ·W + b získáme jako fZ(z) = 1
|a| fW

(
z−b

a

)
,

kde a = 1
2 a b = 0. Poj¤me dosadit a jsme hotovi

fZ(z) = 2 fW (2z) = 2 · λ2(2z)e−λ2w = 4λ2ze−2λz.

46
Ukaºte, ºe konvoluce je komutativní operací.

�e²ení:
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M¥jme funkce f a g. Máme ukázat, ºe platí ( f ∗ g)(x) = (g ∗ f )(x). Za£neme výrazem vlevo a
provedeme substituci za argument funkce f :

( f ∗ g)(x) =

∫
R

f (x − α)g(α)dα
β=x−α

=

∫
R

f (β)g(x − β)dβ = (g ∗ f )(x).

47
Jakou hustotu pravd¥podobnosti má sou£et náhodných veli£in

X ∼ 2Θ(x)e−2x; Y ∼ 4Θ(y)ye−2y ?

�e²ení:

Hustotou pravd¥podobnosti sou£tu dvou náhodných veli£inZ = X+Y je konvoluce dvou p·vodních
hustot.

fZ(z) = ( fX ∗ fY)(z) =

∫
R

fx(z − α) fY(α) dα =

=

∫
R

2Θ(z − α)e−2(z−α)4Θ(α)αe−2α dα = 8e−2z
∫ z

0
α dα = 4z2e−2z

48
Ukaºte, ºe st°ední hodnota sou£tu náhodných veli£in je rovna sou£tu jejich st°edních hodnot.

�e²ení:

M¥jme náhodné veli£iny X a Y. Chceme ukázat, ºe E(X + Y) = E(X) + E(Y). Toto je logické,
protoºe st°ední hodnota se chová jako lineární operátor na prostoru L1. Budeme za£ínat z levé
strany rovnosti

E(X +Y) =

"
R2

(x + y) fX+Y(x, y)d(x, y) =

=

"
R2

x fX+Y(x, y)d(x, y) +

"
R2

y fX+Y(x, y)d(x, y) =

=

∫
R

x
(∫

R
fX+Y(x, y)dy

)
dx +

∫
R

y
(∫

R
fX+Y(x, y) dx

)
dy =

=

∫
R

x fX(x) dx +

∫
R

y fY(y)dy = E(X) + E(Y).
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D·leºité je si uv¥domit, ºe m·ºeme pouºít Fubiniho v¥tu a zam¥nit po°adí integrace. Pak uº jen
ud¥láme integraci p°es jednu prom¥nnou, £ímº dostaneme jednotlivé marginály z nichº získáme
st°ední hodnoty.

49
Nech´ X ∼ 4Θ(x)xe−2x a Y ∼ 8

3Θ(x)x3e−2x. Jakou hustotu má náhodná veli£ina

Z =
2
3

(X +Y) ?

�e²ení:

Hustota sou£tu náhodných veli£in je konvolucí dvou p·vodních. Prove¤me tudíº nejd°íve to a poté
se budeme v¥novat p°e²kálování.

( f ∗ g)(w) =

∫
R

f (w − α)(g(α)dα =

∫
R

4Θ(w − α)(w − α)e−2(w−α) 8
3

Θ(α)α3e−2α dα =

=
32
3
e−2w

∫ w

0
α3(w − α) dα =

8
15

w5e−2w

Po dosazení nám ob¥ theta funkce výrazn¥ zúºí integra£ní obor a provedeme jednoduchou integraci
polynom·.

Máme tedy fW(w) = 8
15w5e−2w. Hustotu náhodné veli£iny Z = 2

3W získáme lineární transformací

fZ(z) =
1
|a|

fW

(
z − b

a

)
,

kde a = 2
3 a b = 0. Te¤ uº jen dosa¤me a jsme hotovi

fZ(z) =
1
| 23 |

fW

 z
2
3

 =
3
2

fW

(
3
2

z
)

=
3
2

8
15

(
3
2

z
)5

e−2 3
2 z =

243
40

z5e−3z.

50
Dv¥ náhodné veli£iny X a Y pocházejí ze stejné distribuce

g(x) =
1
√

2πσ
e
− x2

2σ2 .

Jakou hustotu pravd¥podobnosti má náhodná veli£ina

Z = 4X + 4Y.

40



�e²ení:

Zde máme na výb¥r. Bu¤ m·ºeme ud¥lat jednotlivé transformace a pak konvoluci transformova-
ných hustot, nebo nejd°íve ud¥lat konvoluci a poté ud¥lat jednu transformaci. P·jdeme druhou
cestou.

fW(w) = ( fx ∗ fy)(w) =

∫
R

fx(w − α) ∗ fy(α) dα =

∫
R

(
1
√

2πσ

)2

e
−

(w−α)2

2σ2 e
− α2

2σ2 dα =

=
1

2πσ2

∫
R
exp

(
−

w2

2σ2 −
α2 − wα
σ2

)
dα =

1
2πσ2

∫
R
exp

− w2

4σ2 −

(
α2 − w

2

)2

σ2

 dα =

=
1

2πσ2e
− w2

4σ2

∫
R
e
−

(α−w)2

σ2 dα =
1

2πσ2e
− w2

4σ2 =
1

2πσ2e
− w2

4σ2σ
√
π =

1

2
√
πσ2
e
− w2

4σ2 .

P°i výpo£tu jsme umoc¬ili v eponentech, p°evedli na £tverec a vyuºili Gauss·v integrál
∫

R
e−ax2

dx =√
π
a .

Te¤ uº jen provedeme lineární transformaci, abychom získali hustotu pro Z = 4W. Víme, ºe

fZ(z) =
1
|a|

fW

(
z − b

a

)
,

kde pro nás je a = 4 a b = 0. Dosa¤me a jsme hotovi:

fZ(z) =
1
4

fW
( z
4

)
=

1
4

1

2
√
πσ2
exp

−
(

z
4

)2

4σ2

 =
1

8
√
πσ2
exp

(
−

z2

64σ2

)
.

51
Dv¥ náhodné veli£iny X a Y pocházejí ze stejné distribuce

g(x) =
1
√
π
e−(x−µ)2

.

Jakou hustotu pravd¥podobnosti má náhodná veli£ina

Z = X +Y.

�e²ení:

Jelikoº víme, ºe hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny Z je rovna konvoluci hustot s£ítaných
náhodných veli£in, tak ji prove¤me

f (z) = (gX ∗ gY) =

∫
R

gX(z − α)gY(α) dα =

=

∫
R

1
√
π

1
√
π
e−(z−α−µ)2

e−(α−µ)2
dα =

√
π

2
e−

1
2 (z−2µ)2

.
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P°i integraci jsme umocnili, rozd¥lili £leny a pak postupn¥ integrovali.

52
Náhodná veli£ina X je popsána distribu£ní funkcí

H(x) =


0 x 6 −1;

(x+1)3

64 x ∈ (−1, 3);
1 x > 3.

Vypo£ítejte pravd¥podobnost P[X > 0] a st°ední hodnotu veli£iny X.

�e²ení:

Jestliºe máme zadanou distribu£ní funkci, tak lze vypo£ítat pravd¥podobnost P[X > 0]. Vyuºijeme
dopl¬kového jevu P[X > 0] = 1−P[X 6 0]. To uº ov²em není nic jiného neº 1−H(0) = 1− (0+1)3

64 =
63
64 .

Abychom vypo£ítali st°ední hodnotu, budeme muset zjistit hustotu pravd¥podobnosti, která p°í-
slu²í této náhodné veli£in¥. Hustotu pravd¥podobnosti náhodné veli£iny dostaneme jako derivaci
distribu£ní funkce

dH
dx

(x) = h(x) =


0 x 6 −1,

3(x+1)2

64 x ∈ (−1, 3),
0 x > 3.

Pro získání st°ední hodnoty uº jen integrujeme jako v p°edchozích p°íkladech

E(X) =

∫
R

xh(x) dx =
3

64

∫ 3

−1
x(x + 1)2 dx = 2.

53
Na obrázku je jedna hustota pravd¥podobnosti a jedna distribu£ní funkce. Náhodná veli£ina X je
popsána hustotou pravd¥podobnosti, zatímco náhodná veli£ina Y je popsána distribu£ní funkcí.
Která z náhodných veli£in má v¥t²í medián? Hodnoty obou medián· p°esn¥ vy£íslete. Pozor: Osy
y nemusejí mít nutn¥ stejná m¥°ítka.
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y

(0,0) x

84 62 73 51 9 10

y

(0,0) x

84 62 73 51

�e²ení:

Na obrázku vlevo máme distribu£ní funkci pro náhodnou veli£inu, kterou ozna£me X1. Jak zjistit
medián? Musíme p°ijít na y-ový rozm¥r. Ten je ov²em pom¥rn¥ jasný. O distribu£ní funkci víme,
ºe limx→+∞ F(x) = 1 a tímpádem maximální hodnota na ose y je 1. To uº jasn¥ udáva vertikální
rozm¥r jednoho obdélní£ku =⇒ 1

2 . Medián je kvartil pro hodnotu 1
2 a to je tedy takové c, pro které

platí: F(c) = 1
2 . To uº z obrázku vy£teme jednodu²e, je to hodnota x = 2 a proto MED(X1) = 2.

Vpravo máme hustotu pravd¥podobnosti pro náhodnou veli£inu, kterou si ozna£me jako X2. Mu-
síme nejd°íve op¥t zjistit vertikální rozdíl jednoho obdélní£ku. Ten vyplyne z normaliza£ní podmínky.
Musí totiº platit následující

2a · 4 +
a · 4

2
!
= 1 =⇒ a =

1
10
.

Hustota se bude skládat ze dvou use£ek. První je konstantou a druhou najdeme pomocí p°edpisu
lineární funkce s podmínkami pro krajní body. Nakonec dostaneme

fX2(x) =


0, x ∈ (−∞, 0)
y1(x) = 1

5 , x ∈ [0, 4)
y2(x) = − 1

40 (x − 8), x ∈ [4, 8)
0, x ∈ (8,+∞).

Medán pro X2 najdeme dle de�nice ∫ MED(X2)

−∞

fX2(x) dx.

Dosadíme a zúºíme integra£ní obor. Jelikoº obsah pod konstantní £ástí k°ivky je 4
5 , tak medián se

musí nacházet v této £ásti. ∫ MED(X2)

0

1
5
dx =

1
5
MED(X2)

!
=

1
2

MED(X2) =
5
2

= 2, 5.

Z toho tedy vyvozujeme, ºe náhodná veli£ina X2 má v¥t²í medián.
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Ì (4 body)
Na základ¥ p°iloºené tabulky obsahující 100 nam¥°ených dat vykreslete kompletní krabicový graf
(box-plot) a ur£ete, která z nam¥°ených dat jsou odlehlými m¥°eními (outliers), tj. m¥°eními
leºícími za vn¥j²ími hradbami.
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Číslo měření Naměřený údaj Číslo měření Naměřený údaj
1 0,5 51 6,4
2 0,8 52 6,5
3 1,3 53 6,7
4 1,8 54 6,8
5 1,9 55 6,8
6 2 56 6,9
7 2,2 57 6,9
8 2,3 58 7
9 2,5 59 7,1

10 2,5 60 7,1
11 2,7 61 7,2
12 2,8 62 7,2
13 2,8 63 7,2
14 3 64 7,3
15 3,1 65 7,3
16 3,2 66 7,3
17 3,3 67 7,3
18 3,3 68 7,4
19 3,6 69 7,4
20 3,7 70 7,5
21 3,7 71 7,7
22 3,8 72 7,8
23 3,9 73 7,8
24 3,9 74 7,9
25 3,9 75 7,9
26 3,9 76 7,9
27 4 77 9,5
28 4,1 78 9,6
29 4,2 79 9,8
30 4,2 80 9,8
31 4,3 81 10
32 4,3 82 10
33 4,4 83 10,1
34 4,5 84 10,2
35 4,7 85 10,3
36 4,8 86 10,4
37 4,9 87 10,5
38 5 88 10,6
39 5,1 89 10,6
40 5,2 90 10,7
41 5,3 91 11
42 5,4 92 11
43 5,4 93 11,1
44 5,5 94 11,2
45 5,8 95 11,4
46 5,9 96 11,4
47 6 97 12,5
48 6,2 98 13,6
49 6,4 99 14,8
50 6,4 100 17,2

650
5277

Součet všech hodnot
Součet kvadrátů všech hodnot

�e²ení:

Pro vykreslení box-plotu budeme pot°ebovat zjistit kvartily. Za£n¥me dolním kvartilem. První kvartil
se £asto po£ítá pomocí tzv. pozi£ní interpolace. To znamená, ºe se bude po£ítat z prvku, který
sedí na pozici 0, 25 · (n + 1), kde n je po£et dat. Pro nás je to 25,5 a proto pouºijeme pr·m¥r z
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dvou sousedních hodnot.

Q 1
4

=
3, 9 + 4.0

2
= 3, 95

Úpln¥ stejným zp·sobem dopo£teme ostatní hodnoty, Q 1
2

= 6, 45 a Q 3
4

= 7, 9. Mezikvartilový
rozptyl dle de�nice vypo£teme jako IQV(X) = Q 3

4
− Q 1

4
= 3, 95. Dolní a horní hradba se vypo£te

následujícím zp·sobem

Dolní hradba = Q 1
4
− 1, 5 · IVQ(X) = −1, 975

Horní hradba = Q 3
4

+ 1, 5 · IVQ(X) = 13, 825.

Odlehlé nam¥°ené hodnoty identi�kujeme jako ty, které leºí mimo hradby. Po nahlédnutí do na-
m¥°ených dat m·ºeme °íci, ºe odlehlé hodnoty jsou 14, 8 a 17, 2.

54
Jakou hustotu pravd¥podobnosti má sou£et náhodných veli£in

X ∼ 4Θ(x)xe−2x; Y ∼
8
3

Θ(y)y3e−2y,

o nichº p°edpokládáme, ºe jsou nezávislé.

�e²ení:

Víme, ºe hustotu náhodné veli£iny, která je de�nována jako sou£et náhodných veli£in dostaneme
jako konvoluci dvou p·vodních hustot. Ozna£me Z = X +Y. Hustota náhodné veli£iny Z je

hZ(z) = ( fX ∗ gY)(z) =

∫
R

fX(z − α)gY(α) dα =

∫
R

4Θ(z − α)(z − α)e−2(z−α) 8
3

Θ(α)α3e−2α dα.

Krátce se zde zastavme a uv¥domme si, jak nám Heavisideovy funkce zm¥ní integra£ní obor. Θ(z)
nám integra£ní obor zúºí na R+

0 . Funkce Θ(x − z) nám ho dále zmen²í na interval [0, x]. Te¤ jiº
integrál dopo£t¥me

32
3
e−2z

∫ z

0
(z − α)α3 dα =

8
15
e−2αα5.

Zárove¬ si uv¥domíme, ºe obor hodnot náhodné veli£iny Z je interval (0,+∞).

55
Hustotou pravd¥podobnosti náhodné veli£iny X je funkce z obrázku. Do obrázku p°ímo zde na
zadání vykreslete graf hustoty pravd¥podobnosti veli£iny

Y =
X

3
+ 2.
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y

x

6 9 15 24

a=?

186 123 210
0

y

x

6 9 15 24

a

186 123 210
0

�e²ení:

Nejd°íve musíme zjistit jakou hodnotu má konstanta a. Tu ur£íme z normaliza£ní podmínky a
obsahu trojúhelníku. Musí platit, ºe

1 !
=

18 · a
2

=⇒ a =
1
9
.

Z obrázku vidíme, ºe hustota g(x) je tvo°ena dv¥ma úse£kami. Jejich p°edpis ur£íme pomocí
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krajních bod·:

y(x) = ax + b

y1(3) = 0 = 3a + b y2(9) =
1
9

= 9a + b

y1(9) =
1
9

= 9a + b y2(21) = 0 = 21a + b

⇓ ⇓

y1(x) =
1

54
x −

1
18
, x ∈ (3, 9] y2(x) = −

1
108

x +
7

36
, x ∈ (9, 21].

P·vodní hustotu m·ºeme zapsat jako:

g(x) =


0, x ∈ (−∞, 3]
y1(x) = 1

54 (x − 3), x ∈ (3, 9]
y2(x) = − 1

108 (x − 21), x ∈ (9, 21]
0, x ∈ (21,+∞).

Transformovaná hustota pravd¥podobnosti bude vypadat dle lineární transformace takto

gY(x) =
1
|a|

g
(

x − b
a

)
, kde a =

1
3
a b = 2

gY(x) = 3g(3x − 6).

Po dosazení dostaneme následující hustotu pravd¥podobnosti

gY(x) =


0, x ∈ (−∞, 3]
y1(x) = 1

6 (x − 3), x ∈ (3, 5]
y2(x) = − 1

12 (x − 9), x ∈ (5, 9]
0, x ∈ (9,+∞).

Mr uºeme v²imnout, ºe transofrmace nám zúºila nosi£ na supp(gY) = (3, 9).

56
Náhodná veli£ina X je popsána hustotou pravd¥podobnosti

g(x) =
1
√
π
e−x2

.

Jakou hustotu pravd¥podobnosti má veli£ina Y = 5X ?

�e²ení:
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Máme zde lineární transformaci náhodné veli£iny. Pokud si vzpomeneme na obecnou lineární trans-
formaci Y = aX + b, tak zde je pro nás a = 5, b = 0. Z p°edná²ky víme, ºe obecn¥ tvar transfor-
mované hustoty lze zapsat takto:

fY(x) =
1
|a|

g
(

x − b
a

)
.

Dosa¤me tedy na²e konstanty a jsme hotovi

fY(x) =
1
5

g
( x
5

)
=

1
5
√
π
e−

x2
25 .

49


