Cviceni z predmétu 01UP2 (Uvod do pravdépodobnosti 2)

1

Jaky rozptyl ma nahodna veli¢ina X, pro jejiz k—ty moment plati rovnost

k!
E(XY) = 5 ?

Reseni:

Abychom mohli zodpovédét jaky ma tato nahodna veliCina rozptyl, tak si staci uvédomit, jak ho
miizeme vypocitat: VAR(X) = E(X?) — (E(X))?. Druhy moment nahodné veliciny a stfedni hodnoty
maizeme ovsem vypocitat ze zadaného vztahu: E(X?) = % a E(X') = 4. Tyto hodnoty ted jiz jen
dosadime do vzorce pro rozptyl a budeme hotovi

2
VAR(X) = E(X?) — (E(X))* = % —( ! ) = i.

2

Zodpovézte nasledujici otazky tykajici se nahodné veliciny popsané hustotou pravdépodobnosti z
obrazku nize. Odpovédi piste rovnou za prislusné otazky zde na zadani.

e Jaké rozpéti ma tato nahodna velicina?
e Jaky je modus nahodné veliiny?

e Jaky nosi¢ ma nahodna velicina?

(%)
!

Reseni:



Ani jedinou z polozenych otazek nelze zodpovédét bez zjisténi horizontalniho rozméru obdélniki
v zadaném grafu. Bude tedy nezbytné vyresit nejprve tuto otazku. OznaCme zminény horizontalni
rozmér pismenkem a. Vertikalni rozmér zname. Je jim hodnota 1/8. Aby zadany graf skutecné
reprezentoval hustotu pravdépodobnosti, jak tvrdi zadani, musi podle znamych vlastnosti hustot

pravdépodobnosti platit, ze
fg(x) dr = 1.
R

Protoze ale hodnota tohotu integralu predstavuje obsah atvaru vymezeného osou x a grafem funkce
g(x), je zfejmé (pfi trivialni aplikaci uCiva zakladni skoly), ze

I 1
dr = = - = - 4a.
Jyseoas =550

Odtud pak snadno dopocteme, Ze a = 1. Nyni jiz snadno urlime, Ze nosicem pfislusné nahodné
veli¢iny je interval
supp(X) = {x e R: g(x) > 0} = (0,4).

A protoze rozpétim nahodné veliciny rozumime délku jejiho nosice (ve zobecnéném smyslu), snadno
nahlédneme, ze marg(X) = 4. Modusem nahodné veliiny, jak znamo, rozumime hodnotu (hod-
noty), v nichz pfislusna hustota pravdépodobnosti nabyva svého maxima, t;.

mod(X) = arg max g(x) = 3.

xeR

3

Jakou stfedni hodnotu ma nahodna veliina popsana distribuéni funkci
1
H() =1-3(x+ 3)e ™37

Nejprve ovsem zjistéte, jaky je nosic této distribuéni funkce.

Reseni:

K nalezeni nosice se nejdfive podivejme na nasledujici limitu:

1
Iim H(x) = lim,_,_.1 — §(x +3)e™/? = +o0.

xX——00

Toto ovsem pro distribu¢ni funkci z definice nemaize byt platné, jelikoz z definice vime: lim,_,_., H(x) =
0. Toto ndm naznacuje, ze H(x) nebude definovana pro vsechna realna ¢isla. Vypoctéme dale hus-
totu ze zadané distribucni funkce. Hustotu ziskdme z definicniho vztahu:

F(x) = f Jx(ndt

2



Nyni zderivujeme tento integral jako funkci horni meze:

d
fx) = d—Fx(x)
X

Touto derivaci dostaneme:
fx) = 5e7
5

Je vidét, ze Yx € (—0,0) : f(x) < 0. To ale vime, Ze z definice hustoty nemiize platit. Zaroven plati,
ze f(x) je pozitivni pro x € (0, +o0). Pro hodnotu x =0 = f(x) = 0. Limita lim,_,,., H(x) = 1
je splnéna. Z tohoto uz miizeme psat:

suppf(x) = [0, +c0).

Pfejdéme nyni vypoctu stfedni hodnoty této ndhodné veliciny. Stredni hodnotu ted spocteme z
definiéniho vztahu:

1 +00 . _x +00
E(X) = f x - fx(x)dx = 5 f xeidx = f rfe’dr=3r3)=3-2!=6.
R 0 0

Pfi dosazovani hustoty jsme zazili integracni obor na interval [0, +00) diky nosi¢i ndhodné veliciny.

4

Jaky je mezikvartilovy rozptyl ndhodné veli¢iny popsané distribucni funkci z obrazku?

i

/

1/20

00| X

Reseni:

Mezikvartilovy rozptyl vypocteme z dolniho a horni kvartilu. Tyto hodnoty vypocteme jako

“ r1
Q;ﬁf g dr=G@ = 5

0:

3
i

b ' 3
- f g dr =Gy 3,

0



kde jsme pouze pouzili definici distribu¢ni funkce. Pro uréeni téchto hodnot nam bude stacit Cist
ze svislé osy z grafu. Ve vertikalnim sméru je velikost jednoho dilku rovna % To ovSsem znamena, Ze
jsme schopni najit hodnoty i a %. Z grafu vidime, ze funkce G nabude hodnoty }L v bodé x; =20
a hodnoty % v bodé x, = 60. Mezikvartilovy rozptyl je definovan jako

IQV(X) = Q3 — Q1 = 60 — 20 = 40.

Dostavame tedy, ze mezikvartilovy ropztyl je 40.

5

Na obrazku nize je vyobrazena distribucni funkce ndhodné veliciny X. UrCete jeji nosi¢, rozpéti,
stfedni hodnotu a median.

2
1
[ ]
05e
[ ]
X
(00) i

Reseni:

Nosic této ndhodné veliciny uréime z obrazku pomoci priisecikii zadané krivky s osou x a hodnoty,
kdy je distribuéni funkce poprve rovna jedné. Dolni hranici dostaneme za pomoci feSeni rovnice

1
—16()(,'—2)2 :0 _— X = 2
Horni hranici dostaneme jako feSeni rovnice

1

1—6(x—2)2: 1 = x=6.
Nosi¢ je timpadem supp(h) = (2, 6). Rozpéti je definovano jako rozdil infima a suprema z nosice. To
je 4 a mame tedy marg(X) = 4. Stredni hodnotu této nahodné veliciny ziskdme integraci hustoty
pravdépodobnosti pfes nosi¢ a hustotu pravdépodobnosti dostame jako derivaci distribucni funkce,
a proto hex) = . Stfedni hodnotu pak vypocteme jako

1 (¢ {2 x]° 20
E == —Ddx==-|——-——]| = —.
) 8f2x(x ydx 8[3 2]2 3



A nakonec vypocet medidnu. Median je takové a, pro které plati

fa h(x) dx =

< 1 [ 1 !
Iwh(x)dx:§£x—ldx:Ea(a—Z)i

aa-2)=8 = x;=-2 AN x=4.

= N =

Z nalezeného nosice je pro nas ale pripustna pouze jedna hodnota a to x, = 4. Medianem je tedy
hodnota 4, MED(X) = 4.

6 2

Naleznéte modus nadhodné veli€¢iny popsané hustotou pravdépodobnosti z(x) = 4@(x)xe "

Reseni:

Modus nahodné veliciny X je definovany jako argument maxima z hustoty pravdépodobnosti:
mod(X) = arg max fx(x). Tudiz ho budeme hledat pomoci derivace a nasledného vysetreni extrému.
Proved me tedy derivace hustoty:

%(x) = 40(x)e (1 - 2x).
dx

Jelikoz mame heavisideovu funkci v bodé x, tak vime, Ze hustota pravdépodobnosti je nulova pro
viechna zaporna x. Diky tomu se nam zazi obor na hledani extrému pouze na kladnou osu. Pojdme
hledat extrém:

4e72(1 = 2x) = 0

1-2x=0
_l
Y73

Nasli jsme bod podeziely z extrému. Je doopravdy hledanym bodem? Podivejme se na intervaly
monotonie této funkce:

1
Yx e (0, E) : fx(x) >0 = funkce roste,

1
Vx € (5, +oo) : fy(x) <0 = funkce klesa.

Z toho jiz vidime, Ze tento bod je skutecné hledanym extrémem a mame mod(X) = %

5



7

Pro nahodnou veli€inu zadanou distribuéni funkci

0 x<2
Hx={ &2 ye(2,3)
1 x>8

urcete stredni hodnotu a dolni kvartil.
Reseni:

Dolni kvartil je definovan jako Cislo, které rozdéluje plochu pod kfikvou na ‘—11 a %. Plati proto pro
néj nasledujici

Q1 :fa h(x) dx = H(a) = 1

“ 4
kde jsme vyuzili definice distribu¢ni funkce. VyreSme rovnici
1
H(a) = -
(a) )
1 1
—(a=2)7==
3672 g
a=>3.
Z naseho vypoCtu plyne, ze dolni kvartil je roven 5, Q1 = 5. Abychom toto cviceni Gspésné

7
doresili, tak si budeme muset zjistit hustoty pravdépodobnosti ze zadané distribu¢ni funkce. Hustotu
pravdépodobnosti ziskdme derivaci distribu¢ni funkce:

18

0 x<2
h(x) =8 2 x€(2,8)
0 x = 8.

Je vidét, Ze nosic této hustoty je supp(h) = (2,8). To ndm z(zi integracni obor pfi hledani stfedni
hodnoty.

8
E(./\’)zf‘xh(x)d)c:i x(x—=2)dx =6
R 18 J,

Stredni hodnota je tedy rovna 6.

8

Naleznéte modus nahodné veliciny popsané hustotou pravdépodobnosti

_ 1 3 2
z(x)—m(x 12x +45x),

6



definovanou na intervalu (0, 8). Mimo tento interval je hustota pravdépodobnosti nulova.
Reseni:

Modus je definovany jako argument maxima hustoty pravdépodobnosti. Budeme proto hledat
extrém této hustoty. Zatneme vypoctenim derivace a nalezenim kritickych bodg.

’ _ 1 2 L
z(x)—4—16(3x —24x+45)—0

X -8x+15=0
x=-3)(x-5=0 = x;=3 A x=5

Nalezli jsme 2 body podezrelé z extrému. Pojd me je vy3etfit pomoci druhé derivace

() = ——(6x - 24)

416
’” _ 1
7'(3) = 416(18 24) <0
’” _ 1
7'(5) = 416(30 24) > 0.

Z druhych derivaci jiz vidime, ze bod x; je minimem. Hledanym bodem je bod x; = 2, ma zapornou
druhou derivaci a mtzeme ho prohlasit za nami hledany modus, mod(X) = 3.

9

Ukazte, ze rozptyl ndhodné veli¢iny maze byt vypocten na zakladé znalosti nékolika malo momenti.

Reseni:
Vime, ze rozptyl je definovan jako VAR(X) = E(X — EX)*. Abychom se nékam dostali, tak nam
nezbyva nic jiného nez umocnit.
VAR(X) = E(X? - 2XE(X) + (E(X))’)
Stredni hodnota se chova jako linearni operator:
E(X?) — E(QXE(X)) + E(EX)".

Dalezité je si dale uvédomit, ze stfedni hodnota z Cisla je to samé Cislo: E(a) = a. Jesté bychom si
méli uvédomit, ze E (EX) = E(X), protoze E(X) je Cislo.

E(X?) — 2E(X)E(X) + (E(X))* = E(X?) - (E(X))?

7



Ted uz jsme dospéli k pozadovanému vysledku. Rozptyl je mozno pocitat jako rozdil druhého
momentu a druhé mocniny momentu prvniho ndhodné veliCiny. V praxi je to mnohem prijemnéjsi
vzorecek.

10

Naleznéte rozptyl ndhodné veliCiny popsané hustotou pravdépodobnosti

Reseni:

Abychom zjistili rozptyl ndhodné veliCiny dané hustotou h(x), tak vyuzijeme vzorce VAR(X) =
E(X?) — (EX)*. Budeme muset tedy vypocitat prvni a druhy moment nahodné veli¢iny X. To
udélame nasledujicim zpasobem:

2x0 2 2 oo 2
E(X?) = fxz - fx(x)dx = fxz - x_z(x)e 2 dx = — e 2 dx =
R R o o~ Jo
Izﬁ 2 2 +00
£ —.az-a—f t'e”'dr = c’T(2) = o
0-2 2 0

E(X):fxfx(x):%f wxze_
R o= Jo

Ted uz mazeme vypocitat chtény rozptyl:

2

=3 +00 ; 3
dx < crf rledr = 0'1“(5) = O'ﬁ.
0

QN‘ =,

2 ‘/772_ 2 T

11

Urcete nosic, pravé pomezi a pravdépodobnost Z[X < 3 vV X > 9] pro ndhodnou veli¢inu X,
popsanou hustotou pravdépodobnosti z obrazku.

f(x)
N




Reseni:

Méli bychom si nejdfive ujasnit jaky rozmér maji obdélnicky na vertikalni ose. To zjistime pomoci
vypocitani obsahu pro obrazec na obrazku a naslednému polozeni do rovnosti s hodnotou 1, jelikoz
hustota pravdépodobnosti musi byt normalizovand na jednicku. Oznacme a jako délku jednoho
obdélnicku. Pak musi platit:
4-4a 6-2a 1
+

3 3 :I:a:ﬁ.

Nosi¢ jsou takové x, kde hustota pravdépodobnosti nabyva nenulovych hodnot a timpadem je
supp(f) = (2,4) U (6, 12). Pravé pomezi je definovano jako ambg(X) = sup supp(f) = 12.

Pravdépodobnost Z[X <3 VvV X > 9] vypocCteme jako soucet jednotlivych pravdépodobnosti
PX<3VX>9]=X[X<3]+P[X>9]=P[X<3]+1-LX[X<9],

na konci jsme vyuzili pravdépodobnost doplikového jevu. Tyto pravdépodobnosti pro nas uz pouze

predstavuji plochu pod kfivkou do specifikované hodnoty. Z[X < 3] vypocteme jako obsah troja-
9

helniku se zékladnou na ose x o velikosti 3. Tento obsah se rovna 5. Z[X < 9] vypocCteme jako

soucCet prvniho trojihelniku a rozdéleni druhého trojihelniku do jednoho obdélniku a trojihelniku.

4.4 1 L.3 25 3
I I PIX>9]= -

PN =—=+ 3 2 28

Celkova hledana pravdépodobnost je tedy rovna Z[X <3 v X > 9] = 3.

12

Pro nahodnou veli¢inu zadanou hustotou pravdépodobnosti

32

0 x<4
h(x) =4 %5 x€4,12)
0 x> 12

uréete stredni hodnotu a dolni kvartil.

Reseni:

V tomto prikladu si budeme muset dat pozor na integracni obor. Pojd me vypocitat stfedni hodnotu
pro spojitou ndhodnou veli¢inu. Zaéneme z definice:

12 .2 3 2712
x-—4x X 4x 28
E(X) = -h dx = dx=|— - —
() fo x(x) dx f4 32 [96 64]4 3




V druhé rovnosti jsme se omezili pouze na nosi¢. Prejdéme nyni k vypoctu dolniho kvartilu. Dolni

kvartil Qi je definovan jako:
r 1
Q: :ﬂoh(x)dxi 7

Dosad me a vuyzijme nosice nasi hustosty na zGzeni integracniho oboru

“x—4 1 [x? S e
= d :———4 :———4 8
i f4 32 & 32[2 XL 32(2 “r )

Vysledek uz jen polozime roven }L, dopocitame a a jsme hotovi.

0

1 (d? v 1
3—2(3—4&4‘8)—1
ala—8)=0

a=28

Dolni kvartil této nahodné veliCiny je roven 8.

13

Pravdépodobnost je mnozinova funkce, kterd mnozinam prifazuje Cislo udavajici pravdépodobnost,
Ze vysledkem pokusu bude hodnota z dané mnoziny. Jaké obecné vlastnosti tato pravdépodobnost
nutné splhuje?

Reseni:

Obecné mame dany pravdépodobnostni prostor (Q, .o7, P). Necht dale (Vj € N) (Aj € ,52%) aBe .
Pak plati:

e P(O)=0

o Aditivita: P(X/_, A;) = Z/_, P(4)),

e Monotonie: Ac B = P(A) < P(B),

e Subtraktivita: AC B = P(B\A) = P(B) - P(A),
e Omezenost: (VA € &7)(P(A) < 1),

e Komplementarita: A € &/ — P(A°) =1 - P(A).

Maizeme jesté doplnit par poznatkd o sjednoceni mnozin (jevi):

e P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B),

e P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)— P(ANB)— P(ANC)— P(BNC)+P(ANBNC),
kde C € &,

10



o (1jeNAjea)|P(UL™4;) <2 PAy)

J=1 J=1

14

Pro nahodnou veli¢inu zadanou hustotou pravdépodobnosti

18

0 x<2
h(x) =8 2 x€(2,8)
0 x=8

urCete stfedni hodnotu a a—kvantil, kde @ = 4/9. Vypocitejte také a co nejpresnéji vykreslete
distribu¢ni funkeci.

Reseni:

Abychom toto cviceni vyresili, tak si budeme muset zapsat nosi¢ této nahodné veliciny. Ten je
supp(h) = (2,8). To nam ted umozni zazit obor integrace pfi vypoctu stiedni hodnoty a kvantilu.

8
E(X) = th(x) dx = i x(x—=2)dx=6
R 18 J,

a—kvantil rozdéluje plochu pod kfivkou na @ a 1 — @. Pro nas tedy rozdéluje na g a g. Hledame

proto takové B, pro které plati

B B 1 x2 ﬁ'4
[ pas g [[a-2s- gl -2e] 25
2 B
[x——2x]:8
2 2
ﬁZ
C _28+2=
;7 T#
B —48-12=0
B-0)(B+2)=0

Pro nas je diky nosici pfipustny pouze koren 8 = 6 a je to hledany ;—‘—kvantil.

15

Naleznéte modus nahodné veliCiny popsané hustotou pravdépodobnosti

o(x) = ﬁ (2% - 212+ 60).

11



definovanou na intervalu (0, 6). Mimo tento interval je hustota pravdépodobnosti nulova.

Reseni:

Pro nalezeni maxima budeme nasi hustotu derivovat. Provedme tedy tuto derivaci

dg 1 2 !
a(x) = 716 (6x —42x + 60) =0
¥ -7x+10=0
x=-2)(x-5=0
Nasli jsme dva kritické body x; = 2,x, = 5. Dale vypocteme druhou derivaci pro urceni typu
extrému a dosadime si kritické body
dzg( ) = 2x -7
a2 " 736
” _ 1
§'(2) == <0

’7” _1
g(S)—12>0

Z tohoto jiz vidime, Ze x, je lokani minimum. Jesté bychom méli zkontrolovat body na hranici
intervalu.

g(0)=0
1
8(6) = 6
52
8Q2) = 57¢ = 8(2)>3(6)

Ted uz mbzeme s jistotou fici, ze modus této nahodné veliciny je 2, mod(X) = 2.

16

Naleznéte druhy moment nahodné veli¢iny X popsané hustotou pravdépodobnosti

32X O(x) _yp0
=————e .

h(x) Nz

- o (™ a4 _ 1 [E
Lze uzit faktu, ze fo e dx=3 \/E

Reseni:

12



Druhy moment nahodné veliciny vypocteme nasledujicim zptsobem:

E(X?) = f x* - h(x) dx
R
PFi vypoCtu se zazime na nosiC, jez je roven [0, +00).

2 32 e 4 —4x?
X h(x)dx = — xe ™ dx
R vV Jo

Ted bychom asi méli n&jak vyuzit zadaného vztahu fooo e dx = %\/g Jak? Mohli bychom si
vsimnout, ze pokud budeme dvakrat tuto rovnost derivovat dle a, tak dostaneme nas integral.
Ovsem bychom si méli rozmyslet, zda je legélni prohodit derivaci a integral. Na prednasce se
Ctenar dozvi, ze tato zdména je skuteCné opravnéna a odiivodnuje ji véta o derivaci integralu s
parametrem.

da

& o o0 3 (1)

— | e dx= f (x4)e_“x2:—\/7_r(—)
0 0 8 a

da?

4 (e oo 1 (1)
— | e*dx= f (=x})e ™ dx = —— «/E(—)
0 0 4 a

V nasem piipadé je a = 4, takze uz jen dosadime a nezapomeneme na konstantu %

5
32 +°°442 32 3 4md 3
gl 32 =3
\/_ x'e x\/_g\/—() -

17

Nahodna velicina Y je popsana distribu¢ni funkci

0 y< 1
_1)3

Hy) =41 %X ye(1,4);
1 y=4.

Vypocitejte pravdépodobnost Z[Y >2 A Y < 3] a stfedni hodnotu Y.

Reseni:

Budeme postupovat dle definice distribu¢ni funkce H(y) = Z(Y < y) a upravime si zadanou
pravdépodobnost, kterou mame vypocitat

PY>2ANY<3]=L2<Y<3]1=HQ3)-HQ2)=—

13



Stredni hodnotu vypocteme tak, ze najdeme hustotu pravdépodobnosti a vyintegrujeme pres nosic.

(-1
9

H'(y) = = fy(y)

Nosi¢ je interval (1,4).

— 1) 1
E(M)=fyfy(y)dy=fy(y 5 ) dy=§
R 1

Integracni meze se nam zmeénili, kvili pouziti substituce r =y — 1.

¢ PP
—_ + —_
4 3

18

Nosi¢em nahodné veliciny
X~ g(x)=Ax(2x" - 21x + 60)
je interval (1, 6). Naleznéte jeji modus. A je normalizacni konstanta, jejiz hodnota nema na vysle-
dek zadny vliv.
Reseni:
Modus je argument maxima hustoty pravdépodobnosti. Budeme ho hledat pomoci derivace jako
extrém. Derivujme hustotu g(x)
g (x) = A(6x* — 42x + 60)
Polozme derivaci rovnou nule a najdéme kritické body
A6 — 42x +60) = 0

X=Tx+10=0
(x-2)(x=5)=0

Nasli jsme dva kritické body x; = 2,x, = 5. Dale vypocteme druhou derivaci pro urceni typu
extrému a dosadime si kritické body

¢’ (x) = A(12x — 42)
¢(2)=-184 <0
g’(5) =184 > 0

Ted uz mbzeme s jistotou fici, ze modus této nadhodné veliciny je 2, mod(X) = 2. Krajni body
nam vysledek neovlivni.

14
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Diskrétni nahodna velicina Z je popsana Poissonovym rozdélenim

Ake=4
k'

P =k] = (k=0,1,2,3,...)

Vypocitejte stredni hodnotu této nahodné veliciny. Cislo A je pevné zvoleny kladny parametr.
Reseni:

Abychom vypocitali stfedni hodnotu této diskrétni ndhodné veliiny, budeme muset spocitat na-
sledujici sumu

Ake=4
k!

+00 +o00
E(Z)= ) kPIZ=K=) k-
k=0 k=0
Zacneme uvédoménim si, ze pro k = 0 je vyraz roven nule a mazeme scitat od k = 1.
+00 +oo
Ak Ak
-1 -1 .
e k-—=¢e =||j= k=11 =
kzzc; k! ;(k—l)! | |
+00

QA
— = Ae™! E - = Ae et =2
4! !

Dospéli jsme tudiz k celkem zajimavému vysledku E(Z) = A.

20

Necht pro ndhodnou proménnou X plati, ze

X ~ gx=

n(a + x2)’
kde a > 0 je pevné zvoleny parametr. Vypocitejte horni kvartil.
Reseni:

3

Horni kvartil ndm rozdéluje plochu pod zadanou kfivkou na 3 a %,' Je to tedy takové «, pro které

plati
(04 | 3
dx = -
I wg(x) x =7

Na nosi¢ v zadani, ani z predpisu funkce nemame zadné omezeni a proto supp(g) = R. Pustme se

15



do vypoctu

@ a (@ 1 al (@ 1 =1 (a1
dy = & de=~-— dx = — dr =
\[mﬂw'x ﬂl;(ﬁ+x% e _w1+ef * ﬂl;1+ﬂ

1 X 1 a )
= — [arctg (—)] = — (arctg (—) — lim arctg(x))
bis all-w m al x—o-c

Tato hodnota se musi pro n&jaké @ rovnat 3.

1
- (arctg (g) — lim arctg(x)) =
JT a X——00

Horni kvartil je roven a, Q% =aq.

21

Pro nahodnou proménnou popsanou hustotou pravdépodobnosti z obrazku urcete a—kvantil, kde

AY

1/8 1/2 1
a=1/3.

Reseni:
Pro Gspésné vyreseni tohoto prikladu budeme muset zjistit rozmér obdélnicki ve vertikalnim sméru.

Oznaéme si ho a. Jelikoz madme zadanou hustotu pravdépodobnosti, tak musi platit normalizacni
podminka

o0 |—
\]

P 8
> +—=-0a = :a—g.

Dale mame najit a—kvantil, kde a = % Tudiz hledame takové x, které bude plochu pod kivkou

rozdélovat na % a % Vypoctéme si nejdfive obsah trojuhlenicku na levé strané obrazce. S, =
1.6.8 =2 Ted musi . . o 3 < 2 .1 _ 3
g6 = Ted musime najit takové ¢, aby platilo, Ze pokud secteme S+c=3 = c=.

¢ musi byt obsah pod zbyvajicim Etvercem v obrazci. Vyska Ctverce je jasné dana a tudiz musime

oo

16



najit délku strany na ose x tak, aby platilo 6~%-d 2 13—5 Z toho uz plyne d = %6. Celkové dostavame,

~ , . . . _ l [ _ l i _ i
ze nami hledany a—kvantil, kde @ = 3 je: Q1 = g+ 3¢ = .

22

Pouze jediny z obrazkii nize predstavuje distribu¢ni funkci ndhodné veliciny. Ktery to je? Pro tuto
vybranou variantu urcete, jaka je pravdépodobnost, ze vysledkem pokusu bude hodnota z intervalu
(2,5).

y A
(0,0) X
2 4 6 8 "

YA
(0.0) X
> >

17



(0,0) X
2 4 6 8
y A
00| =" X
2 4 6 8 g

Reseni:

Musime si uvédomit jaké vlastnosti ma distribucni funkce. Vime, Ze musi platit lim,_, o, Fx(x) = 1.
Tato podminka ovsem rozhodné neni splnéna pro obrazky A, B a C. Dale bychom je mohli také
vyloucit dle dalsi vlastnosti a to, ze distribuéni funkce je monotonné rostouci. To ndm nechava
jediného kandidata a to D.

Pro tuto distribu¢ni funkci mame urcit Z[2 < X < 5]. To je oviem pouze rozdil hodnot distri-
bucnich funkci v krajnich bodech 22[2 < X < 5] = H(5) — H(2). Jak zjistit tyto hodnoty? Musime
urcit rozmér na ose y. Jelikoz maximalni hodnota maze byt 1, tak to nam nutné da rozmér jednoho
CtvereCku, oznacme vertikalni rozmér Ctverecku jako a. Musi platit, ze

|
8-a=1 = -
a — da 3

Ted jiz mazeme vycislit hodnoty distribucnich funkci v zadanych bodech:

1
HQ) =
1
H(S) = 5,

a timpadem hodnota Z[2< X <5]=H(5)-HQ)=3—3 = 3.

18



23

Naleznéte takovou hodnotu parametru a > 0, aby rozptyl ndhodné veli¢iny popsané hustotou

pravdépodobnosti
Al

O(a®> — x*) (
a a

h(x) = I -

kde ®(x) je Heavisideova funkce, byl roven 13,5.
Reseni:

Jako prvni si uvédomime, co mame vypocitat, mame najit a tak, aby VAR(X) = 13, 5. Pro vypocet
rozptylu budeme potfebovat stfedni hodnotu této nahodné veliGiny a jeji druhy moment. Krucialni
pro nas bude vyresit jak vypada nosi¢ této ndhodné veliciny s obecnou konstantou a. Jelikoz je
a > 0, tak si jesté miizeme tvar hustoty zjednodusit
O@a® - x* x
Wy = 28— ) (1 . U)
a a
Dale bychom se chtéli zbavit Heavisideovy funkce. Budeme proto resit, kdy je jeji argument mensi
nez nula.

at-x* <0

a < |x|
Argument funkce je zaporny pro kladné i zaporné x, které jsou vétsi nez a, tedy Vx € (—a,a)

je argument nezaporny. To ndm automaticky dava nosi¢ hustoty, supp(h) = (—a, a). Se zndmym
nosiCem se jiz mizeme pustit do integrace.

E(X):th(x)dx:lfax(l—m) dx
R aJ_, a

Nez bychom se snazili dale upravovat, je uzitecné se kouknout na integrand, |x| je suda funkce a
jestlize pfidame konstantu, tak se sudost nezméni, tudiz i 1 —|x| je suda funkce. x je naopak funkce
licha. Z prvniho roc¢niku dale vime, ze pokud vynasobime funkci sudou a lichou, tak dostaneme
funkci lichou. Timpadem mame intergral pfes symetrikcy interval z liché funkce a to je 0 a mame
E(X) = 0. Druhy moment bude vypadat skoro stejné

E(X2)=fx2h(x)dx: 1flx2(1-m) dx
R aJ., a

Tentokrat nenasobime zavorku funkci lichou, nybrz funkci sudou. Jelikoz mame integral ze sudé
funkce na symetrickém intervalu, jsme schopni tento integral napsat jako dvojnasobek pres interval
polovicni. Zaroven jsme tak schopni se zbavit absolutni hodnoty.

a 2
zf‘xz(l—)—c)dx:a—
a Jo a 6

19



Konecné dosadme do vzorce pro vypocet rozptylu a polozme rovno 13,5.

VAR(X) = E(X2) — (E(X))? = %
a2 |
g =13,5
a=9

A jsme hotovi, nasli jsme konstantu a tak, aby byl rozptyl této nahodné veliciny roven 13,5.

24

Nacrtnéte graf funkce h(x) z predeslého prikladu a urCete rozpéti nosice.
Reseni:

Graf:

Nosic je supp(h) = (=9,9) jak jsme urcili v pfedchozim prikladé. Tvar hustoty pravdépodobnosti je
2 2
h(x) = M (1 - %) Prtiseciky s osou x jsou v bodech —9 a 9, pricemz priisecik s osou y je na

hodnoté é. Musime proto vykreslit dvé linearni funkce:
0=+ L vreo0
yl X) = 81 9, X ’

1
Ya(x) = —811 +5:Yxe (0.9,

kde ndm tyto dvé Gsecky spolecné s osou x tvofi rovnoramenny trojiahelnik. Rozpéti nosice vypoc-
teme jako rozdil pravého a levého pomezi nasi ndhodné veliciny.

amb; = inf supp(X) = -9
amby = sup supp(X) =9
marg(X) = ambg —amb; = 18

Rozpéti nosice je tedy 18.

25

Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné (jistého experimentu) ma tvar
g(x) = AxO(x)04 — x).

Stanovte hodnotu A a vycislete stfedni hodnotu této proménné.

20



Reseni:

V tomto prikladé je nutné si rozmyslet nosi¢ zadané nahodné veli¢iny. Funkce ®(x) ndm nuluje
véechna x € R™. Funkce ®(4 — x) ndm zase nuluje viechna x € (4,+c0). Tyto dvé podminky
nam nechavaji interval [0, 4], pro ktery maji obé theta funkce hodnotu rovnu jedné. Ted musime
urcit konstantu A tak, aby funkce g(x) byla skute¢nou hustotou pravdépodobnosti. Musime zarucit

planost podminky
f g(x)dx = 1.
R

Ve vypoctu se z celého R omezime pouze na skutecny nosic.

Afxdxél
0

A=-
8

Mame tedy plny tvar funkce g(x) = %x@(x)®(4 — x). Stredni hodnotu ted jiz dopo¢teme snadno

1 8
E(X) = - Tdx = —.
(X) Sf:x dx 3

20

S jakou pravdépodobnosti bude vysledek experimentu popsaného v predeslém prikladé mensi nez
jeho stredni hodnota?

Reseni:

Stredni hodnota z minuého prikladu je % Oznacme si p jako hledanou pravdépodobnost a méjme
stejnou nahodnou velic¢inu X. Musime vypocitat nasledujici hodnotu

9W<%Ep

Tuto hodnotu mazeme bud vypocitat jako hodnotu distribuéni funkce v bodé & — G(%) nebo
vypocitat integral z hustoty od 0 do % Kdyz mame hustotu, tak bude nejjednodussi provést

integraci
8 8
3 1 (3 4
= = — d = —.
p= [ sw=g [ rar=3

Pravdépodobnost, ze hodnota ndhodné veliiny X s hustotou pravdépodobnosti g(x) = éx@(x)®(4—

x) bude mensi nez jeji stfedni hodnota £ je rovna £.

21
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Nahodna proménna X je popsana hustotou pravdépodobnosti

2
h(x) = % Q4 - ).

Naleznéte jeji nosic, rozpéti, levé a pravé pomezi, modus, median, stfedni hodnotu a rozptyl.
Reseni:

Zacneme s nosi¢em. Ten je dan heavisideovou funkci a jejim argumentem. Musime vyfesit podminku
4 — x*> < 0. Ta je splnéna pro ¥x € R\ [-2,2]. Jesté se koukneme na zavorku ve funkci 4 — x?,
jez je nulova prov x = +£2. Mame tedy supp(h) = (=2, -2). Vyresme dale rozpéti a levé a pravé
pomezi. Levé a pravé pomezi je definovano nasledovné

ambz(X) = inf supp(X) = amby(X)=-2
ambg(X) = suppsupp(X) = ambr(X) =2

Rozpéti nosice je definovano jako rozdil pravého a levého pomezi = marg(X) = 4.

Abychom nasli modus, tak bychom méli derivovat, najit body podezrelé z extrému a vysetrit je. My
si oviem u3etfime praci. Koukneme se na predpis této funkce h(x) = 3(4;2)‘2). Konstanty nemusime
Fesit, zamé&fime se pouze na 4—x2. Je to parabola a diky znaménku minus je otefena smérem dolu.
Z toho mizeme usoudit, ze bod maxima této funkce je v 0. Modus této nahodné veliciny je roven

0, mod(X) = 0.

Dale vypoctéme median. Median rozdéluje plochu pod grafem funkce i(x) na polovinu. Musi platit

MED(X) O
Im h(x)d = 3

Pro nas ; MEDGO) -

%), (4—x)2dxi§.

Po integraci dostaneme kubickou rovnici, ale jenom jeden jeji kofen je soucasti nosice. Tento kofen
ma hodnotu 0. Proto MED(X) = 0. K tomuto jsme také mohli dojit mnohem rychleji. 4 — x? je
suda funkce a proto plocha pod kfivkou bude rovna jedné poloviné pro takové x, které je extrémem
= mod(X).

Stredni hodnotu a rozptyl najdeme opét integraci z jejich definice a naslednym zGzenim na nosic.

2 -
E(X) = th(x) dx = i x(4 _ x2) dx I|ch:o$t 0
R 32 J,

y 3 (7 4
E(X?) = fxzh(x) dx 2P0 2 @4 -x)dx ==
R 32 0 5

Rozptyl je pak dan jako VAR(X) = E(X?) — (E(X))* = 3

22
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Hustota pravdépodobnosti ndhodné promé&nné ma tvar

3x?
g(x) = a®(X)®(4 - X).

Jaka je jeji stiedni hodnota a horni kvartil?
Reseni:

Opét zacneme nosicem. NosiC je diky heavisideovym funkcim omezen na interval (0,4]. Stredni

hodnota je
3
E(X) = dx = — Pdx = 3.
(X fog(x)x 64fxx 3

Horni kvartil, coz je takové a, pro které je plocha pod kfivkou rovna

Qi:Img(x)dx:afx :a=z = a

[[SS]

1 le

I
(\9)
>

29

Najdéte pravdépodobnost, ze vysledkem pokusu, jehoz hustota pravdépodobnosti je vyobrazena na
obrazku nize, nebude hodnota mensi nez pét.

YA

(0,0)

v X

Py Py ° Py Py Py Py

2 4 6 8
Hustota pravdépodobnosti k uloham ¢&. 29, 30 a 31.

Reseni:

Abychom mohli najit pozadovanou pravdépodobnost, tak budeme nejdfive muset najit predpis
pfimky na obrazku. Zaéneme s obecnym predpisem pfimky a jeji koeficienty najdeme pomoci

23



normalizacni podminky a priiseciku s osou x. Méme
f(x)=ax+b,

musf platit, ze f(8)=0a [ f(x)dx= 1.

8 8 ) 8
f(x)dx = f ax+bdx = [a— +bx| =32a+8b
0 0 2 0
Mame tedy soustavu
8a+b=0
32a+8b =1 = a= ! b= !
arers TRy
Predpis vyobrazené hustoty je f(x) = —55x + 1. Ted jiz miZeme prejit k vypoctu chténé pravdé-

podobnosti: Z[X > 5]. Mame dvé moznosti jak tuto hodnotu vypocitat. Bud budeme pocitat
pravdépodobnost doplikového jevu a nebo pfimo zadanou pravdépodobnost. Je to v podstaté
jedno. Vypocet obou je nakonec stejny:

8 5
@[X>5]:ff(x)dx:1—ff(x)dx
0

9
— d =_.
f X+ —dx 64

Pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina X nabyde hodnoty vétsi jak 5 je Z[X > 5] = %.

30

Pro predeslou dlohu naleznéte stredni hodnotu.
Reseni:

Stredni hodnota je definovana jako E(X) = fof(x) dx. Dosadime, omezime se na nosi¢ a dopoc-
teme

E(X) = f—x + xdx—g

31

K hustoté pravdépodobnosti z predeslého obrazku vykreslete odpovidajici distribucni funkci.

24



Reseni:

Abychom mohli distribuéni funkci vykreslit, tak ji musime nejdfive vypocitat. Distribucni funkce je
definovana jako

F(x) = f f(0) dt.
Pfi dosazeni se omezime na nosi¢ hustoty pravdépodobnosti supp(f) = [0, 8).
1t A S
F)= | ———dt=|--—| == +=
) fo iR [4 64]0 6 34

Celkovou distribuéni funkci mtizeme tedy zapsat nasledovné:

0, x<0
F(x) = —éx2+ix, 0<x<8
1, x> 8.

Distribuéni funkce bude zac¢nat v 0 dle predpisu —éxz + %x. Bude to parabola oteviend smérem
dolu a dosahne 1 pro x = 8.

32

Jakou stfedni hodnotu a jaky rozptyl ma ndhodna proménna distribuovana podle hustoty pravdé-
podobnosti

8
h(x) = §®(x)x3e_2" ?
Reseni:
Predtim nez zacneme pocitat stfedni hodnotu tak si ujasnéme nosi¢ této ndhodné veliciny. Nosic

je supp(h) = (0, +0). Stfedni hodnotu najdeme nasledovné

w8 1 1 1

8 —+00 = —+00 1
E(X)= | xh(x)dx =~ e dx 2 —~—-—f fedr= —I(5) = — 4! =2.
(X) fl;x (x)dx 3](; x'e X 372 %, e 'dx B (5) B

Pro rozptyl budeme muset jesté vypocitat druhy moment. Ten vsak vypocteme skoro stejné jako
stfedni hodnotu, pouzita substituce bude Gplné stejna.

E(Xz)—fxzh(x)dx— Sfmfe—%x— 8. 1.1 +mt5e_’dx— 1F(6)— ! 51=5
Uk 3 B 24 T 47T

Rozptyl je tudiz: VAR(X) = E(X?) — (E(X))* =5-4 = 1.
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Jaky modus ma nahodna proménna z predchoziho prikladu?
Reseni:

Modus zde nevypozorujeme trivialné. Budeme hledat argument maxima hustoty pravdépodobnosti
h(x) = $x’e™*. Provedeme derivaci a polozime ji rovnou nule. Dale najdeme body podezielé z
extrému a vySetfime je.

8 |
W (x) = gxze_zx 3-2x)=0

3
PB-2x)=0 = xlzo,xzzE

Mame dva body podezielé z extrému. Podivame se jesté na druhou derivaci.

1
g’ (x) = ?6e_2xx(2x2 —6x+3)

§'0)=0
(3 12 _
g ol s <0 = maximum

Vidime, Ze nula bodem maxima neni, oviem x, bodem maxima uz je. Mizeme tudiz uz prohlasit,
ze mod(X) = 3.

34

Nakreslete zjednoduSeny box-plot (tj. bez odlehlych méreni) pro nahodnou veli¢inu z obrazku.

G(x) I

/

00| X

2
A\

Reseni:

26



Pro vykresleni box-plotu budeme potfebovat kvartily: dolni kvartil, horni kvartil a také median.

Dolni kvartil je takové x, pro které je plocha pod hustotou pravdépodobnosti rovna }r To je oviem

stejné jako kdyz budeme hledat takové x, pro které je G(x) = i. Takto najdeme vsechny nasleduji

hodnoty:
1
X1 :G(XI)ZZ = x; =20
1
x 1 G(xp) = 3 = x; = 50 (median)

3
x3: G(xz) = Z = x3 = 60.

Tyto hodnoty nam uz staci k vykresleni box-plotu.

35

Nahodna velicina X je popsana hustotou pravdépodobnosti
02 -
= Q22 s
T

Vykreslete graf hustoty pravdépodobnosti veliciny Y/ = 2 X a do stejného obrazku vykreslete také
J(x).

Reseni:

Nejdfive rozeberme trochu jak vypada zadana hustota pravdépodobnosti. Je to parabola, ktera je
oteviend smérem dolu. PriseCiky s osou x jsou -2 a 2, supp(f) = (-2,2). PriseCik s osou y je

roven l.
bis

Nahodna veli¢Gina Y je definovana jako linearni transformace Y =aX =b, kdea=2ab=0.Z
prednasky vime, Ze hustota transformované nahodné veliciny je

o) = ifx("”’).
al

a

Pro nas to tedy je

Jy(x) = —fx(x 0) 11@)(2_@) 4—x—2:i®(2—m) 4—x_2.

22r 2 4  A4n 2 4

Mazeme si vSimnout, ze nosi¢ nahodné veliciny se nam zvétsil na supp(fy) = (—4,4). Tvar paraboly
se zachoval a je stale oteviend smérem dolii. Prasecik s osou y se ndm posunul nize na hodnotu
%r. Hustota se nam touto transformaci lehce rozplacla.
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Nakreslete zjednoduseny box-plot (tj. bez odlehlych méreni) pro nahodnou veli€inu, jejiz hustota
pravdépodobnosti je vyobrazena na obrazku nize.

gx) 4

40

/160

/g0

/160

(0,0) X
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

A\

Reseni:

Pro vykresleni box-plotu budeme potfebovat dolni a horni kvartil a median. Budeme tedy hledat
vzdy takové a, pro které plati nasledujici:

Q;=f g(x)dx =
Q;=fd gx)dx =
0 :f g(x)dx =

Toto jsou oviem zbytecné slozité vypocty pro tento priklad. Jednodussi bude pocitat obsahy pod
jednotlivymi Castmi zadané hustoty. Zkusme najit 0. Plocha pod prvni ¢asti kfivky je S| =

40- 7= = 1. Z toho vidime, ze Q1 = 40. Plocha pod druhou casti kfivky je S, = 10- 5 =13 Toje

ovsem prihodné, protoze plocha pod prvni a druhou kfivkou je rovna % To timpadem znamena, ze

Q) = 50. Plocha pod treti kfivkou S3 = 40 - w5 = 1. Tento vysledek nam dé& nas posledni kvartil,

protoze S|+ S, + 83 = % a timpadem Qs = 90.

AW = K=

IS

37

Parametry hustoty pravdépodobnosti

/1(1
f(x) =0(x)

I'(a)
nastavte tak, aby stfedni hodnota ndhodné veliCiny byla rovna jedné a rozptyl jedné tretiné. Uzijte

vztahu .
f yle™ dy = T'(s).
0

28

xa—l e—/lx




Reseni:

Parametry hustoty, které mame nastavit jsou a a A. Abychom tyto hodnoty urcili nezbyva nam nic
jiného nez vypocditat stfedni hodnotu a rozptyl, ty polozit do rovnosti se zadanymi hodnotami a z
téchto dvou rovnic urcit hodnoty paramterdi. Nicméné bychom si jesté méli ujasnit jaky je nosi¢
této hustoty. To ale zjistime velmi jednodu3e, heavisideova funkce nam prostor R redukuje pouze
na [0, +co). Samotné x v argumentu nam ho jesté zazi na supp(f) = (0,+o0). Pfi integracich
vyuzijeme Gamma funkce.

— A o @ —Ax 1=Ax ili o @ —t _ 1 _ I'la+1)
E(X) = f@ Jy x'e™dx = F(a)/l/l“\fo e ' dt = —/lf(oz)r(a+ 1) = —/lr(a)
A eroo a+l —Ax 3. _ o _F(a/+2)
E(X?) = f@ Jy xe™dx = Hstejny postup” = —/lzl“(a)
Dopoctéme rozptyl
_T@+2) (T(@+ 1))’
VAR(X) = 2T (a) ( AT (a) ) '
Polozme do rovnosti se zadanymi hodnotami
_Ta+1) 1 _T(a+1)
BO="re 7! = =Ty
_T@+2) (T@+1))* 1
VAR = T ( AL () ) 3
Dosadime A do rozptylu
2 2
VAR(X) = I'a+2)' (@) B I'a) T(a+1) _ I'la + 2)'(@) 1l l
T(a+ 12T(a) \T@+1) I(a) T(a + 1) 3
1
M(a +2)l@) 1 4
Tae+1? 3

Uvazujme a € N, pak I'(s) = (s — 1)! a dostaneme

i@ - 1)!
(@ + Dl(a 1):a+1;4_1:>a:1:>/1:1.
(@)’ @ 3

38

Hustotou pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X je funkce z obrazku. Do obrazku pripraveného na
druhém papire vykreslete graf hustoty pravdépodobnosti veliciny Y = % Doplite také chybéjici
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adaj v obrazku.

“ o
/ \\‘\
/ ™
N
/ N
02 / s s ' \\——>X
' 4 9 14 19 24

Reseni:

Abychom priklad Gspésné doresili, tak musime najit vertikalni rozmér v obrazku. To zjistime pomoci
normalizacni podminky, oznacme si vertikalni rozmér a.
20-a

=] = a

2 10

Pro zjisténi tvaru transformovavné hustoty pravdépodobnosti by se nam vyplatilo jesté zjistit tvar
ptvodni hustoty. Ta se bude skladat ze dvou usecek. Ty najdeme nasledovné:

y(x)=ax+b
1
vid)=0=4da+b y2(9):1—0:9a+b
1
y1(9):E:9(l+b y2(24):0:24(1+b
U U
1 2 1 4
= - = 4 - x4+ — 24].
yi(x) 50° " 75" € (4,9] y2(x) so* t 55 % € (9,24]
Ptvodni hustotu mizeme zapsat jako:
0, X € (_00’4]
g(x) — y](-x) = 51_0(x - 4)’ X € (4a 9]
y2(x) = 15 (x =9 + 15, x €(9,24]
0, x € (24, +00).

Transformovana hustota pravdépodobnosti bude vypadat dle linearni transformace takto

x—>b

gy(x)=ig( ),kdeazlabzo
lal 2
gy(x) = 2g(2x).
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Ted dosadme

0, X € (—00,2]

yi1(x) = =(x—2), x € (2,4.5]
8y(x) = X .

»nx) =-52x-9)+3, xe(45,12]

0, x € (12, +00)

Je vidét, ze se nam zmensil nosi¢ na interval supp(fy) = (2, 12), pficemz nam jednolivé usecky
vytvorili 'Spicatéjsi’ trojuhelnik s kratsi zakladnou.

39

Nakreslete zjednoduseny box-plot (tj. bez odlehlych méreni) pro nadhodnou veli€inu, jejiz hustota
pravdépodobnosti je vyobrazena na obrazku nize.

f(x)
N

(0,0) X

Reseni:

NejdFive si zjistime veritkalni rozmér obdélnicka. Jiz klasicky tento rozmér zjistime z normalizaéni
podminky. Oznacme si vertikalni rozmér obdélnicku a. Pak musi platit nasledujici:

. 1
8-a+4-da=1 =—.
a a = a 24

Zadana hustota z obrazku jde zapsat timpadem takto:

0, xeR\[0,12)
f() =15, x€l0,8)
x€[8,12).

[\ ]

1
67

Pro nakresleni box-plotu budeme potfebovat zjistit median a dolni a horni kvartil. Lepsi neZ tipovat,
jaké x je ktery kvartil, bude lepsi je naji pomoci integrace. Integracni obor zde volime dle intuice.
Dolni kvartil se bude nejspise vyskytovat v prvni Casti zadané hustoty. Median a horni kvartil budou
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jiz v druhé casti.

- rwar= [ La=a L] -6
Op= | J0dr= | =gy =g = as
1 @ | a5 1
Q%Zﬁg-i-‘[sv gdng—l :§:a2:9
1 as | a5 3 21
= — .8+ | —ax=%8_1 L2 -
Q=5 f86x 6 1 BT

Ted jiz mame vie pro nakresleni box-plotu.
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Hustotou pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je funkce z obrazku. Do obrazku pfimo zde na
zadani vykreslete graf hustoty pravdépodobnosti veliciny Y = § Cemu se musi rovnat &islo a z
obrazku?

g(X) A

Reseni:

Nejdfive musime zjistit jakou hodnotu ma konstanta a. Tu uréime z normalizacni podminky a
obsahu trojahelniku. Musi platit, ze

18-a 1

5 — a= §

Z obrazku vidime, ze hustota g(x) je tvofena dvéma useckami. Jejich predpis uréime pomoci
krajnich boda:

y(x)=ax+b
1
y1(6) =0 = 6a+b y2(18) = 5 = 18a -+
1
yi(18) = 5 = 18a+b v2(24) = 0 = 24a + b
U U
() = ——x— - xe6.18] () = —dxt ¥ v e18.24]
T R T VR
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Ptvodni hustotu mizeme zapsat jako:

0, X € (—00, 0]
) = (x=6),  x€(6,18]
ya(x) = —51—4(x -24), xe€(18,24]
0, x € (24, +0).

g(x) =

Transformovana hustota pravdépodobnosti bude vypadat dle linearni transformace takto

x—->b

gy(x)=ig( ),kdea:lab:()
lal 3

8y(x) = 3g(3x).
Ted dosadme
0, X € (—00,2]
yi(x) = 5(x—-2), x€(2,6]
y2(x) = —3(x—8), x€(6,8]
0, X € (8, +00).

gy(x) =

Toto je naSe transformovana hustota pravdépodobnosti. Do obrazku uz jen zakreslime tyto dvé
usecky. Mazeme si vsimnou, ze nosi¢ transformované nahodné veliCiny se zmensil na supp(gy) =
(2,8) a hustota je Spicatéjsi.
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Hustotou pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je funkce z obrazku. Do obrazku pfimo zde na
zadani vykreslete graf hustoty pravdépodobnosti veliciny

X

= — -3
Y 2
g(X) A
=?e ‘
a ” \
(0,0 ” N X
6 10 14 18 24

Reseni:
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Tvar hustoty pravdépodobnosti mame urceny jiz z minulého prikladu:

0, X € (=00, 0]
M) = de(x=6),  xe(6,18]
ya(x) = —é(x -24), x€(18,24]
0, x € (24, +00).

gx(x) =

Nahodna velicina Y vznikne linearni transformaci z ndhodné veliciny X.

Y=aX+b, kdea==-ab=-3.

| =

Tvar hustoty pravdépodobnosti dostaneme nasledovné

1 —-b
gy = g (x ) = 2gx(2x + 6).
al a

Po dosazeni dostaneme transformovanou hustotu nadhodné veliciny Y-

0, X € (—00,0]
_ yi(x) = 21—7x, x € (0,6]
800 = ) = —2(x-9). xe(6.9]
0, X € (9, +00).

Na nové hustoté miizeme vidét nejenom, Ze nosiC se zmensil, ale celkové se posunula vlevo.
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Urcete nosi¢, pravé pomezi a pravdépodobnosti Z[X <2 A X > 6], [X <2 VvV X > 6] pro
ndhodnou veli¢inu X, popsanou hustotou pravdépodobnosti z obrazku.

f(x)
N

Reseni:

Nosi¢ je definovan jako mnozina bodil x, pro které hustota pravdépodobnosti nabyva nenulovych
hodnot. Z obrazku vidime, ze nosic je supp(f) = (0,4) U (6, 12). Pravé pomezi je definovano jako
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suprémum z nosie a proto amby = 12. Abychom mohli dale postupovat, bude nutné opét urcit
vertikalni rozmér. Oznacme si délku jednoho obdélnicku a. Pak musi z normalizacni podminky
platit:

4-4a 6-2a
+ =] = a=—.
2 2 14
PIX <2 A X > 6] vyfesime lehce. Musi platit X <2 A X > 6, to oviéem nemiize platit soucasné
a timpadem je tento jev nemozny — Z[X <2 A X > 6] = 0. Druha pravdépodobnost Z[X <
2 V. X > 6] nam jiz vypocitat pajde a to roztrzenim na soucet jednotlivych pravdépodobnosti
HPlX<2]la P[X>6]=1-A[X<6].

Prvni pravdépodobnost Z[X < 2] vypocteme jako obsah trojahelnika s délkou podstavy 2.
P 21 = 14 - _
W<2d=—"=7

Pravdépodobnost, ze ndhodna velicina X nabyde hodnoty mensi nez 6 je pii stejné Gvaze rovna
obsahu celého prvniho trojahelniku.

4.4 8§ 3
=1- < =1- 14 =]1-—=—
P[X > 6] P[X 6] 2 17
Dostavame tudiz vyslednou hodnotu pro celkovou pravdépodobnost Z[X <2 v X > 6] a to

3 4

@[X<2vX>6]:32[X<2]+<@[X>6]:%+7 7

43

Data z aryvku tabulky

Poradi méfeni Namér end hodnota Kvadrat namérené hodnoty
1 4,51 20,3401
2 2,01 4,0401
3 2,88 8,2944
4 1,56 24336
5 0,98 0,9604
6 4,25 18,0625
97 6,84 46,7856
98 2,41 5,8081
93 1,86 34596

100 3,22 10,3684

Soucet hodnot ve

sloupci:

pochazi z ndhodného vybéru popsaného hustotou pravdépodobnosti

/la/
f(x) = @(x)@x"‘_le_u
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Pro jaké konkrétni hodnoty parametrti @ a A byl tento vybér pofizen?
Reseni:

Pro vyreseni tohoto prikladu si musime uvédomit jak se pocitd stredni hodnota a rozptyl pro
Gamma rozdéleni. Pro¢? Obsahuje totiz pravé pozadované parametry « a A. Jelikoz mame k
dispozici data, tak si mimzeme napocitat odhady stfedni hodnoty a rozptylu. Zacnéme zminénymi
odhady. Stredni hodnotu mizeme pro data odhadnout nasledovné g = %Z?:] X;, kde n je pocet
dat a X; jsou jednotlivé namérené hodnoty. Rozptyl pak ziskame jesté pomoci odhadu druhého
momentu, # = 1 3" | X?, a vyuZiti vzorce VAR(X) = E(X?) — (E(X))*.

Po se¢teni hodnot dostaneme, ze
i =3.052
v = 12.05528.
Rozptyl je poté roven VAR(X) = 2.74058. Ted jiz prejdéme k zadanému rozdéleni. Je to obecné
Gamma rozdéleni, pro které je mozno vypocitat jak stfedni hodnotu tak i rozptyl v uzavrené formé.
Pro nahodnou veli¢inu X ~ Gamma(a, A) plati

ﬂ&:%
VAR(X) = gg.

To nam uz ovésem dava dvé rovnice o dvou neznamych, protoze pro stredni hodnotu a rozptyl
mame odhady. Dosadime, soustavu vyresime a dostaneme hledané parametry.

_ (EX))? |

= Tarcg =3
__EX)
= 7arcp = !
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Hustotou pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je funkce z obrazku. Do obrazku pfimo zde na
zadani vykreslete graf hustoty pravdépodobnosti veliciny

X
=Z_2
Y=3
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g(X) A

(0,0 L N %

Reseni:

Nejdfive musime zjistit jakou hodnotu ma konstanta a. Tu uréime z normalizacni podminky a
obsahu trojahelniku. Musi platit, ze

1

! 180
1=
2

— ad =

Z obrazku vidime, ze hustota g(x) je tvorena dvéma pfimkami. Jejich predpis urime pomoci
krajnich boda:

y(x) =ax+b
1
yi(6) =0=6a+b y2(18):§:18a+b
1
y(18) = 5 = 18a+b y2(24) = 0 = 24a + b
U U
(x)—ix—ixe(6 18] (x)——ix+ixe(18 24]
R TI E T M YAV =757 g e
Ptivodni hustotu mizeme zapsat jako:
O, X € (—OO, 6]

)’I(X) = W%g(x_6)a x€(6,18]
ya(x) = —i(x —24), x€(18,24]
0, x € (24, +00).

g(x) =

Transformovana hustota pravdépodobnosti bude vypadat dle linearni transformace takto

1 (x—b

gy(x) = —g ),kdeazlab:—z
|lal 3

gy(x) = 3g(3x +6).
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Po dosazeni dostaneme nasledujici hustotu pravdépodobnosti

0’ X € (—OO, O]
_ yl(x):éx’ x€(0,4]
gy(x) = y2(x) = —3(x—6), x€(4,6]
0, X € (6, +OO)'

Opét si miizeme vsimnout, ze transofrmace nam zazila nosi¢ na supp(gy) = (0, 6).
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Dvé nahodné veliciny X a Y pochazeji ze stejné distribuce
g(x) = O(x)1e™ .
Jakou hustotu pravdépodobnosti ma nadhodna velicina

X+Y
Z= >

Reseni:

Nejdfive budeme muset najit hustotu pomocné nahodné veliciny W = X + Y. Tu ziskdme jako
konvoluci dvou ptivodnich.

Jaw) = (fx * fy)(w) = ffx(w - a)fy(@)da = f®(w - @)1e™" VO(a)le " da =
R R
= e~ fw da = Pwe™
0

Ted, kdyz jiz madme hustotu pravdépodobnosti pro souéet dvou ndhodnych veli¢in mazeme prejit k

ziskani vysledné hustotuy. Nahodna veli¢ina Z je pro nas definovana jako Z = % = %W. Musime
tedy jiz jen provést linearni transformaci. Hustotu pro Z = a-W + b ziskame jako fz(z) = ﬁfw (%)

kde a = 1 a b = 0. Pojdme dosadit a jsme hotovi

fr(2) = 2fa (22) = 2- 2(2z)e ™ = 4z 72X,

46

Ukazte, ze konvoluce je komutativni operaci.
Reseni:
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Méjme funkce f a g. Mame ukazat, ze plati (f = g)(x) = (g * f)(x). Zatneme vyrazem vlevo a
provedeme substituci za argument funkce f:

=x—

(f * ) = fR - gla)da = fR F B8 — BB = (g * ).
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Jakou hustotu pravdépodobnosti ma soucet ndhodnych velicin

X ~20(x)e™™; Y ~ 40(y)ye @ ?

Reseni:

Hustotou pravdépodobnosti souctu dvou ndhodnych velicin Z = X+Y je konvoluce dvou piivodnich
hustot.

F2@ = (fe* )@ = f £z — ) fyl@) dar =

Z
= f 20(z — @)e 2 Y4@(a)ae > da = 8e & f ada = 477 %
R 0
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Ukazte, ze stredni hodnota souctu nadhodnych veliCin je rovna souctu jejich stfednich hodnot.
Reseni:
Méjme nahodné veliciny X a M. Chceme ukazat, ze E(X + V) = E(X) + E(Y). Toto je logické,

protoze stfedni hodnota se chova jako linearni operator na prostoru L. Budeme zacinat z levé
strany rovnosti

E(X + ) = f fR (e A ) =

= f fR 2 X fx+y(x, y)d(x, y) + f fR i y fray(x, )d(x, y) =
= fx(ffxw(x,)’)dy) dx+fy(ffX+y(x,y) dx) dy =
R R R R

- [wpars | o =X + 50,

R R
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Diilezité je si uvédomit, ze mazeme pouzit Fubiniho vétu a zaménit poradi integrace. Pak uz jen
udélame integraci pres jednu proménnou, ¢imz dostaneme jednotlivé marginaly z nichz ziskame
stfedni hodnoty.

49

Necht X ~ 40(x)xe™ a Y ~ 2O(x)x*e **. Jakou hustotu ma nahodna velicina

2
Reseni:

Hustota sou¢tu nahodnych velicin je konvoluci dvou ptivodnich. Provedme tudiz nejdfive to a poté
se budeme vénovat preskalovani.

(f * )W) = f fw - a)(g(a)da = f 40(w — a)(w — a)e_z(w_“)§®(a)a3e_2“ da =
R R

32 v 8
= ?e_zwjo‘ @(w—-a)da = Ewse_zw

Po dosazeni nam obé theta funkce vyrazné zazi integracni obor a provedeme jednoduchou integraci
polynomti.

Mame tedy fu(w) = %wse‘zw. Hustotu nahodné veliciny Z = %W ziskdme linearni transformaci

Fo(@) = ifw(z‘b),
a

lal
kde a =3 a b =0. Ted uz jen dosadme a jsme hotovi

1 (z) 3.3\ 38 (3 i 243
fZ(Z)_|§|fw(§)_2fw(2z)_215(2z)e T a0

50

Dvé nahodné veliciny X a Y pochazeji ze stejné distribuce

g(x) =
2no

Jakou hustotu pravdépodobnosti ma nahodna velicina
Z=4X+4Y.
40



Reseni:

Zde mame na vybér. Bud mizeme udélat jednotlivé transformace a pak konvoluci transformova-
nych hustot, nebo nejdfive udélat konvoluci a poté udélat jednu transformaci. Ptijdeme druhou
cestou.

few) = (fox f)w) = f filw = @) fy(@) da = f (
R R

(1/2

_(wfn)2 _a~
e 22 @ 272 da =

1
\2no

5 2
1 fex w2 a? —wa d 1 fex w? (“ - E) d
= — — a = — — a =
202 Jg P\ 7202 o2 2no? Jg Pl %2 o2

1 w2 _ ((y—w)2 1 w2 1 w? 1 ﬁ

= e_472 e o2 da =
2no? R 2no? 2no? 2 Vo2

- o . e - . - - o . 2
Pfi vypoCtu jsme umochili v eponentech, prevedli na Ctverec a vyuzili Gaussiiv integral fR e dx =

F

a’

Ted uz jen provedeme linearni transformaci, abychom ziskali hustotu pro Z = 4W. Vime, ze

f2(2) = ifw(z"’),
lal a

kde pro nas je a =4 a b = 0. Dosadme a jsme hotovi:

2
C1,qzy 11 (3) 1 2
R ]

b1

Dvé nahodné veli¢éiny X a Y pochazeji ze stejné distribuce

1 2

— —(x—p)
X) = e .

8x) \r

Jakou hustotu pravdépodobnosti ma nahodna velicina

Z=X+JV.

Reseni:

Jelikoz vime, Ze hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny Z je rovna konvoluci hustot s¢itanych
nahodnych velicin, tak ji provedme

J@)=(gx*gy) = fR gx(z— a)gy(a)da =

R VT 1 2
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Pfi integraci jsme umocnili, rozdélili ¢leny a pak postupné integrovali.

b2

Nahodna veli¢ina X je popsana distribu¢ni funkci

0 x<—1;
H(x) =4 @ xe(-1,3);
1 x = 3.

Vypocitejte pravdépodobnost Z[X > 0] a stredni hodnotu veliciny X.
Reseni:

Jestlize mame zadanou distribucni funkci, tak Ize vypocitat pravdépodobnost Z2[X > 0]. Vyuzijeme

doplikového jevu Z[X > 0] = 1-2[X < 0]. To uz ovsem neni nic jiného nez 1-H(0) = 1——(0;1)3 =
63

7
Abychom vypocitali stfedni hodnotu, budeme muset zjistit hustotu pravdépodobnosti, ktera pri-
slusi této nadhodné velic¢iné. Hustotu pravdépodobnosti nahodné veliiny dostaneme jako derivaci
distribu¢ni funkce

0 x< -1
dH i
TW=hw =1 B e (-1.3),
0 x > 3.

Pro ziskani stfedni hodnoty uz jen integrujeme jako v pfedchozich prikladech

3
E(X):th(x)dx:if x(x+ 12 dx = 2.
R 64 J_

53

Na obrazku je jedna hustota pravdépodobnosti a jedna distribuéni funkce. Nahodna velicina X je
popsana hustotou pravdépodobnosti, zatimco nahodna veli¢ina Y je popsana distribu¢ni funkci.
Ktera z nahodnych veli¢in ma vétsi median? Hodnoty obou medianti presné vycislete. Pozor: Osy
y nemuseji mit nutné stejnd méritka.
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(0,0 X (0,0) X

Reseni:

Na obrazku vlevo mame distribucni funkci pro ndhodnou velicinu, kterou oznaéme X;. Jak zjistit
median? Musime pfijit na y-ovy rozmér. Ten je ovéem pomérné jasny. O distribu¢ni funkci vime,
ze lim,_,,., F(x) = 1 a timpadem maximalni hodnota na ose y je 1. To uz jasné udava vertikalni
rozmér jednoho obdélnicku = 3. Median je kvartil pro hodnotu 3 a to je tedy takové ¢, pro které
plati: F(c) = % To uz z obrazku vycteme jednoduse, je to hodnota x = 2 a proto MED(X)) = 2.

Vpravo mame hustotu pravdépodobnosti pro nahodnou velic¢inu, kterou si oznacme jako X,. Mu-
sime nejdrive opét zjistit vertikalni rozdil jednoho obdélnicku. Ten vyplyne z normalizacni podminky.

Musi totiz platit nasledujici
a-4 1
204+ —=1 = a=—.
2 10
Hustota se bude skladat ze dvou usecek. Prvni je konstantou a druhou najdeme pomoci predpisu
linearni funkce s podminkami pro krajni body. Nakonec dostaneme

0, X € (_OO’ O)
x) =1, x€[0,4
fo < =4 [0.4)
yZ(x) = _E(-x - 8)9 X € [4’ 8)
0, x € (8, +00).
Medan pro X, najdeme dle definice
MED(X;)
f fx,(x) dx.

Dosadime a zGzime integracni obor. Jelikoz obsah pod konstantni ¢asti krivky je ‘5—‘, tak median se
musi nachazet v této casti.

MED(Y2) | 1 1

—dx=-MED(X;) =

fo 5 X 5 (X2) >
5

MED(X2) = 5 =2.5.

Z toho tedy vyvozujeme, ze ndhodna veli¢ina X, ma vétsi median.
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® (4 body)

Na zakladé prilozené tabulky obsahujici 100 naméfenych dat vykreslete kompletni krabicovy graf
(box-plot) a urCete, kterd z naméfenych dat jsou odlehlymi méfenimi (outliers), tj. mérenimi
lezicimi za vnéjsimi hradbami.
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Cislo méreni Naméfeny tdaj Cislo méreni Naméfeny udaj

1 0,5 51 6,4

2 0,8 52 6,5

3 1,3 53 6,7

4 1,8 54 6,8

5 1,9 55 6,8

6 2 56 6,9

7 2,2 57 6,9

8 2,3 58 7

9 2,5 59 7,1
10 2,5 60 7,1
11 2,7 61 7,2
12 2,8 62 7,2
13 2,8 63 7,2
14 3 64 7,3
15 31 65 7,3
16 3,2 66 7,3
17 3,3 67 7,3
18 3,3 68 7,4
19 3,6 69 7,4
20 3,7 70 7,5
21 3,7 71 7,7
22 3,8 72 7,8
23 3,9 73 7,8
24 3,9 74 7,9
25 3,9 75 79
26 3,9 76 7,9
27 4 77 9,5
28 4,1 78 9,6
29 4,2 79 9,8
30 4,2 80 9,8
31 4,3 81 10
32 4,3 82 10
33 4,4 83 10,1
34 4,5 84 10,2
35 4,7 85 10,3
36 4,8 86 10,4
37 4,9 87 10,5
38 5 88 10,6
39 5,1 89 10,6
40 5,2 90 10,7
41 5,3 91 11
42 5,4 92 11
43 5,4 93 11,1
44 5,5 94 11,2
45 5,8 95 11,4
46 5,9 96 11,4
47 6 97 12,5
48 6,2 98 13,6
49 6,4 99 14,8
50 6,4 100 17,2

Soucet viech hodnot 650
Soucet kvadratt viech hodnot 5277

Reseni:

Pro vykresleni box-plotu budeme potfebovat zjistit kvartily. Zaénéme dolnim kvartilem. Prvni kvartil
se Casto pocCita pomoci tzv. pozicni interpolace. To znamend, Ze se bude pocitat z prvku, ktery
sedi na pozici 0,25 - (n + 1), kde n je pocCet dat. Pro nas je to 25,5 a proto pouzijeme priimér z
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dvou sousednich hodnot. 39440
, 9+ 4.
Q)= 77—= =395
UpIné stejnym zpiisobem dopocteme ostatni hodnoty, Q1 =645a 0 =7,9. Mezikvartilovy
rozptyl dle definice vypocteme jako IQV(X) = Q: - Q1 = 3 95. Dolni a horni hradba se vypocte

nasledujicim zplsobem

Dolni hradba = Q% -1,5-IVQ(X) = -1,975
Horni hradba = Q% + 1,5 IVQ(X) = 13, 825.

Odlehlé namérené hodnoty identifikujeme jako ty, které lezi mimo hradby. Po nahlédnuti do na-
mérenych dat miazeme fici, Ze odlehlé hodnoty jsou 14,8 a 17,2.
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Jakou hustotu pravdépodobnosti ma soucet ndhodnych velicin
X ~ 40(x)xe ~ —®(y)y3 >,

o nichz predpokladame, Ze jsou nezavislé.
Reseni:

Vime, Ze hustotu nadhodné veliGiny, kterad je definovana jako soucet ndhodnych veli¢in dostaneme
jako konvoluci dvou ptivodnich hustot. Oznaéme Z = X + Y. Hustota ndhodné veliciny Z je

hz(2) = (fx * gy)(2) = f fx(z — a)gy(@)da = f 40(z — a)(z — a)e‘z(z‘“)§®(a)a3e‘2“ de.
R

R

Kratce se zde zastavme a uvédomme si, jak nam Heavisideovy funkce zméni integracni obor. O(z)
nam integracni obor zazi na R}. Funkce @(x — z) nam ho dale zmensi na interval [0, x]. Ted jiz

integral dopocCtéme
4
8
-2 3 ~2a 5
z-a)a’da=—e “a’.
L 15

Zaroven si uvédomime, ze obor hodnot nadhodné veliciny Z je interval (0, +00).
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Hustotou pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je funkce z obrazku. Do obrazku pfimo zde na
zadani vykreslete graf hustoty pravdépodobnosti veliciny

X
= — + 2.
VA 3+
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Ny X
:=~—-‘——>
0 3 6 9 12 15 18 21 24

Y A
ae
X
0 *—— o . *~—— o ———eo—o . >
0 3 6 9 12 15 18 21 24

Reseni:

Nejdfive musime zjistit jakou hodnotu ma konstanta a. Tu uréime z normalizacni podminky a
obsahu trojahelniku. Musi platit, ze

Z obrazku vidime, Ze hustota g(x) je tvorena dvéma Gseckami. Jejich predpis urime pomoci
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krajnich boda:

y(x)=ax+b
1
yi3)=0=3a+b y2(9):§:9a+b
1
y1(9)=§:9a+b v221)=0=2la+b
U U
()—1 ! € (3,9] (x) = ! +lx€(921]
MW= 57571 = e AT TH
Ptvodni hustotu mizeme zapsat jako:
0’ XE(—OO,3]

yi(x) = 55(x = 3), x€(3,9]
ya(x) = —llm(x -21), x€(9,21]
0, x € (21, 4+00).

gx) =

Transformovana hustota pravdépodobnosti bude vypadat dle linearni transformace takto

1

-b
gy(x) = —g(x
lal

), kdeaz%asz

8y(x) =3g(3x - 06).
Po dosazeni dostaneme nasledujici hustotu pravdépodobnosti
0, X € (—00,3]
yi(x) = ¢(x = 3), x € (3,5]

y2(x) = —5(x-9), xe(5,9]
0, x € (9, +00).

gy(x) =

Mr uzeme vSimnout, ze transofrmace nam zazila nosi¢ na supp(gy) = (3,9).

b6

Nahodna velicina X je popsana hustotou pravdépodobnosti

1
g(x) = —e ™.

\r
Jakou hustotu pravdépodobnosti ma veli¢ina Y = 5X?

Reseni:
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Mame zde linearni transformaci ndhodné veliciny. Pokud si vzpomeneme na obecnou linearni trans-
formaci Y = aX + b, tak zde je pro nds a = 5,b = 0. Z prednasky vime, Ze obecné tvar transfor-

mované hustoty lze zapsat takto:
1 (x-b
Jy(x) = —g( p )

lal

Dosad me tedy nase konstanty a jsme hotovi

fo = 58 (3) = ome®

49



