Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze @
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Teoreticky test ¢. 1 z pfedmétu 01ANB3
14/1/2026, 9:00 — 10:20

Vsechny tdlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

(1) Jaké signatury a jaky normélni tvar ma hyperbolicky paraboloid?

@ 7 seho je odvozeno tvrzeni, Ze gradient mifi ve sméru nejvétsiho riistu funkce? A proc¢ je k tomuto
zdtvodnéni nutné, aby funkce méla totalni diferencial?

(3 Najdéte vSechny izolované body mnoZziny
S ={(x,y) € R? : |x] + 4|y < 12}.
Uvazujte metriku o(a, l;) = 3la; — b1l + [laz — ba|1, kde [z] je horni cela ¢ast ¢isla z.

(4 Vyslovte a dokazte vétu o feSeni exaktni diferencidlni rovnice. Neopomerite napsat, co je exaktni
diferencidlni rovnice.

(5 Vyslovte a dokazte vétu o zaméné sumy a integralu pro fady funkci. Pomocnou vétu nedokazujte.
Pouze ji uzijte.

® Dokazte, ze ma-li funkce f(X : E" —» R na néjakém okoli bodu @ € E” gradient, ktery je na tomto
okoli spojity, pak mé jisté v bodé d totalni diferencidl.

(7] Jaka vlastnost je popsana v néasledujici definici

Ae>0): o(X,d)<e = XeB?
(8 Jakym zptisobem 1ze na mnoziné C({a, b)) definovat normu? Diskutujte déle, zda vase zobrazeni spl-
nuje axiomy normy také na prostoru vSech funkci definovanych na (a, b).

(9 Napiste vzorec pro vypocet thlu mezi dvéma vektory v libovolném prehilbertovském prostoru a
rozeberte, zda je dobfe definovan. To jest: zamyslete se nad tim, Ze argument inverzni goniometrické
funkce nemtize byt libovolny.
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Teoreticky test ¢. 2 z pfedmétu 01ANB3
19/1/2026, 9:00 — 10:20

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

(1) Jakou vlastnost vyjadfuje ndsledujici vyrok?

m
Z gr(x) — ¥e 5| < %

k=0

Me>0)3nyeN): m>ng, xe(2,5 =

(2 Vyslovte definici kvadratické funkce a ukaZte, Ze jeji soucasti je vzdy kvadraticka forma.

© Necht 1), y2(x), ..., ya(x)} je fundamentalni systém rovnice L(y(x)) = 0. DokaZte, 7e kazda Cauchy-
ova uloha ma feSeni. V diitkazu vyznacte misto, kde by pfestal platit, kdyby {yi(x), y2(x),...,y.(x)} byla
libovolnd sada n nenulovych feSeni rovnice Ly(x)) = 0.

(4 Dokazte, Ze existuje-li v bodé a totalni diferencial funkce f(%), pak je funkce v tomto bodé spojita.
Vyslovte také obé potiebné definice.

(5 Vyslovte definici kompaktni mnoZziny a poté podle ni rozhodnéte, je-li mnozina A = (~1,3) x(1,7)
kompaktni v metrickém prostoru R? s euklidovskou metrikou. Velice peclivé odtivodnéte.

(6 Vyslovte a dokaZte vétu o superpozici.

@ Kde se v diikaze véty o tvaru Taylorovych koeficientti (pro funkci jedné proménné) uplatni zakladni
véta o stejnomérné konvergenci mocninnych fad? Peclivé vysvétlete.

(8 Nasledujici vyrok pfepiste do jednoduchého (a minimalistického) tvaru.

lim g(l +4c,3 —4c,2c)—g(1,3,0) _
c—0 C

-3.

O co je souctovou funkci funkéni fady 377, nx" ? A co je jejim defini¢nim oborem?
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Teoreticky test ¢. 3 z pfedmétu 01ANB3
27/1/2026, 9:00 — 10:20

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

(1 Jaka vlastnost je popsana v nédsledujici definici

[e>0): o(X,d)<e = (X=deBV X¢B)?

@ Co se rozumi pod pojmem fundamentalni systém linedrni diferencidlni rovnice?

9 Pro funkce f(x), g(x) z Hilbertova prostoru plati vztahy:

(flgy=3-3i, Ifll=2V2, (glg) =3.
Jaky sviraji tthel?
(4 Rozhodnéte, kterd z implikaci je pravdiva

M Dm@Ien) = lim suple,(n) gl =0

n=1

00 A .
B Dla®Eegx) = lim suplg,(x)| =0
=l n—+oo XEA
a poté podrobné zdtivodnéte, z ¢eho jeji platnost vyplyva.
(5 Vyslovte a dokaZzte zdkladni vétu teorie mocninnych fad (o stejnomérné konvergenci).
@ V metrickém prostoru {R?, 0} s metrikou
o(d.b) = lay = bal + flay = by]]

vykreslete tvar okoli libovolného bodu o poloméru € < 1. A poté rozhodnéte, ktery z bodtt mnoziny

_42 x2
B:{(xl,)Cz)ERzZ %+f€l}

je bodem izolovanym. Vyslovte definici izolovaného bodu!
(7] Vyslovte a dokazte vétu o zdméné€ limity a urcitého integralu pro posloupnosti funkci.
(8 Zapiste normalni tvary alespori ¢tyf singuldrnich kvadrik ve 3D. A pojmenuijte je.

(9 Vyslovte a dokaZte vétu o koeficientech Taylorovy fady funkce vice proménnych. Diikaz prezentujte
na funkci dvou proménnych.
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Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze w

Teoreticky test ¢. 4 z pfedmétu 01ANB3
5/2/2026, 9:00 — 10:20

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A; (16,17) — B; (15,16) — C; (14,15) — D; (12,14) — E; (0, 12) — F;
(1) Vyslovte a dokaZte vétu o vzorci pro vypocet smérové derivace.

(2 Zapiste tvar diferencidlniho operétoru, jehoz jadrem je mnozina

[l,x,xz,xze_x]/l

O za jakych podminek lze ve vyrazu
(Z fn(x>]
n=1

zameénit pofadi operaci? A na jaké mnoziné se tak mutiZe stat?

@ Pro kterd a, b € R zadava vztah
b-2-2 i
(X1, x2,x3)| a b =21y
-2 -2 b)\y;
skalarni sou¢in v R® ?
(5 Vyslovte definici regularniho zobrazeni.
(6 Vyslovte a dokaZzte vétu o vztahu cauchyovské a konvergentni posloupnosti.
(7] Vysvétlete, pro¢ nemuze platit vyrok

b xn+l xn+2
Me>0)ng > 0)(Vx e R)Y(VYm,ne N|m>n > ng) : a+ TR + i) +"'+M <e.

(8 Zapiste rovnici eliptického paraboloidu (jako kvadriky ve 3d) a stanovte obé jeho signatury.

@ Vyslovte a dokaZte vétu o podprostoru [e**, xe®, x?e?, . . ] e
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Teoreticky test ¢. 5 z pfedmétu 01ANB3
9/2/2026, 9:00 — 10:20

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

(1) Vyslovte a dokaZte vétu o spojitosti skalarniho soucinu.
@ Necht jsou dany vektorové prostory

A=C(a,b)), B={gx):R—R: 3K >0)(¥Yxe(a,b): |gx|<K).
Vysvétlete, pro¢ predpis fa b f(x)g(x) dx zaddva skaldrni soucin na prostoru A, ale na prostoru B ne.

© Provedte Klasifikaci nelineérnich diferenciélnich rovnic prvniho fadu. U kazdého typu rovnice uvedte
alespori jeden piiklad takové rovnice.

(4 Vyslovte a dokazte vétu o vzorci pro vypocet smérové derivace. V dtikaze zvyraznéte misto, kde se
zuzitkuje hlavni pfedpoklad véty.

@ Konverguje Maclaurinova fada funkce i(x) = e* na R stejnomérné nebo ne? Své tvrzeni prokaZte
vypoctem.

(6 Vyslovte a dokaZte srovnavaci kritérium pro stejnomérnou konvergenci fad.

0 Necht je ddn dvoudimenzionalni metricky prostor R? s metrikou o(%, 7) = |x1 — y1| + |x2 — yal. Najdéte
vnitfek, hranici a uzavér mnoziny

M:{(x,y)eRZ: x| <1 A 8x+y=8}.

(8 Zapiste rovnice jednodilného a dvojdilného hyperboloidu a stanovte obé jejich signatury.

€ Naleznéte jadro operatoru

. 1a
L=—-— -4
4dx*
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Teoreticky test ¢. 6 z pfedmétu 01ANB3
6/3/2026, 14:00 — 15:20

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

0 Mnozina

Q:{(x,y)eRZ: _Ix;2|+|y45r3| <1}

ma v metrickém prostoru R? s metrikou o(%, ¥) = |x1 — y1| + [lx2 — y2l] body, které jsou zaroven hrani¢ni i
izolované. Které to jsou?

(2 Vyslovte matematicky korektni znéni supremalniho kritéria.

(3 Zapiste alesponi dvé kvadriky (jednu singuldrni a jednu regularni), jejichZz vedlejsi signaturaje (2,0, 1).
Zapiste jejich normdlni tvar a nazev.

@ Podrobns zdtivodnéte, proc se ikd, Ze druhy totalni diferencial je kvadratickou formou. A vysvétlete,
Ze i kdyz existuje kompletni Hessova matice, tak zminéné tvrzeni nemusi nutné platit.

(5 Vyslovte a dokaZte vétu o superpozici.

(6 Vysvétlete (na vlastnim piiklad€), jak 1ze definovat skaldrni soucin v p¥ipad€, Ze pracujeme na vek-
torovém prostoru, jehoz prvky jsou funkce. Neopomerite specifikovat, jaké funkce v onom prostoru uva-
Zujete a proc se omezujete jen na tyto.

@ Sestavte diferencialni rovnici, pro kterou

Q, = [e¥sin(2x), e, " cos(2x)| - 7.

(8] Dokazte, Ze ma-li funkce f(®) : E — R na néjakém okoli bodu @ € E" gradient, ktery je na tomto
) & Y]

okoli spojity, pak ma jisté v bodé a totalni diferencial. UkaZzte, kde by ditikaz prestal fungovat, kdyby

predpoklady pozadovaly existenci a spojitost gradientu pouze v bodé a.

O DokaZte, Ze v Hilbertové prostoru H plati implikace

. . =4 . g
limx,=d A limy,=b = 1lim(X,+y,)=d+b.
n—-oo

n—oo n—oo

Ukazte misto v dtikazu, kde je zfejmé, Ze tvrzeni neplati v obecném metrickém prostoru.
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Teoreticky test ¢. 7 z pfedmétu 01ANB3
26/5/2026, 9:00 — 10:40

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

Ov jakém tvaru budete pfedpokladat partikularni feSeni rovnice

y/// +y// _y/ —y= 7x3e—x?

(2 Vyslovte a dokaZte vétu o metrice generované normou.
(3 Vyslovte definici regularniho zobrazeni.
D V metrickém prostoru E s metrikou ¢ je ddna mnozina M a bod @ € E. Jakou vlastnost popisuje

nasledujici vyrok
[e>0): (R d)y<e = (X¢MV X=deM)?

@ Pro funkci

5x3y

6 2 (x’ y) ¢ (07 O)’
(ry) =4 *n
. { 2 (=00,

naleznéte posloupnost (@,),- ,, kterd konverguje k nulovému vektoru, a pro niz
Jim 8(dn) = 8(0,0).

Dale vysvétlete, zda jste timto vasim postupem dokézali/nedokazali, Ze je uvedena funkce spojita v bodé
(0,0).

(6 Vyslovte a dokaZte vétu o integra¢nim faktoru.

0 UkaZte, Ze odpovéd na otdzku, zda fada

s
B

S
Il
—_

konverguje stejnomérné, je pro mnoziny A = (-4,4) a B = (-3, 3) odlind. Vysvétlete.
(8 Nasledujici vyrok prepiste do jednoduchého (a minimalistického) tvaru.

Co82,-2,1)—g(dt+ 2,2t -2,4t+ 1)
lim =

70 T

O Vyslovte Abelovo a Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci funkénich fad.
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Teoreticky test ¢. 8 z pfedmétu 01ANB3
2/6/2026, 9:00 — 10:40

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

O co je to Cauchyova tdloha?

(2 Vysvétlete, jaké predpoklady museji byt splnény, aby bylo moZno ve vyraze

d [Se]
ax Z hi(x)
k=1
vsunout operaci derivovani za znak sumy. A na jaké mnoZiné€ je toto mozné provést?

© Sestavte diferencidlni rovnici, pro kterou je prostor vSech jejich feSeni tvaru

[e™"sin(3x), e, e " cos(3x)], + 2x°.

(4 Kdy fekneme, Ze je metricky prostor Gplny? VSechny uzité pojmy také definujte.

Ov metrickém prostoru R? s metrikou o(%, ) = |x; — y1| + [|x2 — y2l] jsou dany tfi pfimky
A={(x,y)eR*:y=0}; B={(x,y) eR>:y=x} C={(xy eR*:x=0}.

Je nékterd z nich otevienou mnoZinou? Vysvétlete!

® Dokazte, ze ma-li funkce f(X) : E" = Rnanéjakém okolibodu d € E” v8echny prvni parcidlni derivace
spojité, pak ma jisté i totdlni diferencial v bodé a.

@ Oborem konvergence fady Yo7 | a(x — )" je interval (1, 3). Jaky polomér konvergence m4 fada
i 3”a§ 41 g

n=1 Yn

(8 Vyslovte a dokaZzte vétu o feSeni homogenni diferencidlni rovnice. Neopometite napsat, co je homo-
genni diferencidlni rovnice a co homogenni funkce.

€ Ureete obé signatury 4-dimenzionalni kvadriky x? — 2xy — 4yz — w? = —1.
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Teoreticky test ¢. 9 z pfedmétu 01ANB3
9/6/2026, 9:00 — 10:40

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnocenti: (17, 18) — A; (16,17) - B; (15,16) — C; (14,15) = D; (12,14) — E; (0,12) — F;

© Dokazte Weierstrassovo kritérium. Uzijte pfimy dtikaz, tj. nepouzivejte tvrzeni, Ze Weierstrassovo
kritérium je specialnim p¥ipadem srovnavaciho kritéria.

(2 Zapiste tvar polynomu, ktery ze vSech polynomt druhého stupné nejlépe aproximuje funkci g(x,y)
na okoli bodu (a, b). Pfedpokladejte, Ze g(x,y) je analyticka.

(3 Najdéte fundamentdalni systém rovnice

(4 Vyslovte definici smérové derivace a ukaZte, Ze pro jistou skupinu sméra splyva definice smérové
derivace s definici parcidlni derivace.

(5 Zapiste obé signatury kvadratické plochy
X —2x+yr =2y -27=2.

A ktery z obrazkt nize odpovidéd zadané plose?

® Dokazte, ze v Hilbertovs prostoru plati implikace

2, —a — lim (%, | @) = ||d|]*.
n—oo

(7] Kdy fekneme, Ze fada funkci Y7, g,(x) konverguje na B stejnomérné? A co lze fici o posloupnosti
(gx(x));”, v piipadé, Ze 3" | g.(x) konverguje na B stejnomérné?

Otoc¢! ~



(8 Jakého typu je diferencidlni rovnice
, Aot +xd)
T Xyt 6a2y?

Své odpovédi zakrouzkujte pfimo zde v zaddani:

e Bernoulliho rovnice; ano / ne

e rovnice se separovanymi proménnymi; ano /ne

e exaktni rovnice; ano / ne

e rovnice feSitelnd metodou integra¢niho faktoru; ano / ne
e homogenni rovnice; ano / ne

(9 Vyslovte a dokaZte vétu o zdméné poradi operaci integrace a limitovani pro posloupnosti funci.
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Teoreticky test ¢. 10 z pfedmétu 01ANB3
15/6/2026, 9:00 — 10:40

Vsechny tlohy jsou dvoubodové.
Celkové hodnoceni: (17,18) — A; (16,17) = B; (15,16) = C; (14,15) —» D; (12,14) —» E; (0, 12) = F;

@ Cemu se rovna vyraz
Shot Sk (@)
v k=1 si
A za jakych pfedpokladt?
@ V metrickém prostoru {R?, 0} s metrikou
0(@.b) = lay = bi] + [laz = bal]

vykreslete tvar okoli libovolného bodu o poloméru € < 1. A poté rozhodnéte, ktery z bodd mnoziny

A2
Bz{(xl,xz)eRz: %+§<1}

je bodem izolovanym. Vyslovte také definici izolovaného bodu!

© Sestavte diferencidlni rovnici, pro kterou je prostor vSech jejich feSeni tvaru

2 2

[e_z" sin(x), e >* cos(x), xe ¥ sin(x), xe > cos(x)]ﬂ + 3e%".

(4 Vyslovte a dokazte zdkladni vétu kapitoly o mocninnych fadéch, tj. vétu o stejnomérné konvergenci.
(5 Zapiste obé signatury kvadratické plochy
x> —6x—-y*—10y+7> -8z =0.

A ktery z obrazki nize odpovida zadané plose?

Otoc¢! ~



® Dokazte, ze je-li dan libovolny skaldrni soucin, pak 1ze pomoci ného zavést na stejném vektorovém
prostoru i zobrazeni, které splriuje vSechny axiomy normy.

(7] Vyslovte definici kompaktni mnoziny a poté podle ni rozhodnéte, je-li ¢tverec A = (1,4) X (2,5)
kompaktni v metrickém prostoru R? se sitovou metrikou

0(@.b) = lay = bl +laz = bal.
Velice peclivé odtivodnéte.

(8 Rozhodnéte, ktera z implikaci je pravdiva

O Y AHOEF® = lim suplf(0]=0
n=1

xeA

B D A0S0 = lim suplfi(0 - f] =0
n=1 xe

a poté podrobné zdtivodnéte, z ¢eho jeji platnost vyplyva.

©) Dokazte, ze Cauchyova tloha pro linedrni diferencidlni rovnici fddu n ma vZzdy feSeni. Jeho jedno-
znadnost jiz nedokazujte. Vysvétlete, kde se v dtikaze vyuziva zdkladni véta teorie ODR (o dimenzi jadra
linedrniho diferencidlniho operatoru).



