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PREDMLUVA

Toto skriptum bylo vytvofeno jako hlavni uc¢ebni text pro pfedmét Uvod do pravdepodobnosti
2, vyucovany na Fakulté jaderné a fyzikalné inzenyrské Ceského vysokého uéeni technického
v Praze.




Notace, pouzité symboly a jejich vyznam

Symbol Vyznam
A a zaroven (konjunkce)
\Y nebo (disjunkce)
= z vyroku vlevo plyne vyrok vpravo (implikace)
— vzajemne ekvivalentni vyroky (ekvivalence)
N mnozina prirozenych ¢isel N = {1,2,3,4,.. .}
4 mnozina celych ¢isel Z = {0,-1,1,-2,2,-3,3,-4,4, ...}
k mnozina prvnich k prirozenych cisel, tj. k=1{1,2,3,4,...,k
Q mnozina racionalnich c¢isel
R mnozina realnych cisel
O(x) Heavisideova funkce (jednotkovy skok)

O(x) =1 pro nezaporna x a O(x) = 0 pro zaporna x

O*(x) alternativni Heavisideova funkce: ®*(x) = 1 — ©(—x)

O*(x) =1 pro kladna x a ©*(x) = 0 pro nekladna x

soustava mnozin mnozina, jejimiz prvky jsou mnoziny
kardinalni ¢islo pocet prvkti mnoziny
|A] kardinalni ¢islo mnoziny A
XY, 7Z,... nahodné proménné (jevy, experimenty, procesy, apod.)
PIX € A] pravdépodobnost, ze vysledkem jevu X je hodnota z mnoziny A
PIXeA] =7 pravdépodobnostni dotaz
Dom(g) defini¢ni obor zobrazeni/funkce g
Ran(g) obor hodnot zobrazeni/funkce g
ANB prunik mnozin
AUB sjednoceni mnozin
A\B rozdil mnozin
AWB disjunktni sjednoceni mnozin, kdy ANB =0
[§()]a délka skoku funkce g(x) v bodé a

[g(x)]u = hmx—>a+ g(x) = limy,,_ g(x)







Kapitola 1

Motivace a vychozi uvedeni do
problematiky

Zakladni tématikou, jiz se zaobiraji tato skripta, je problematika statistického popisu systému,
které nejsou deterministické, ale vykazuji bud jemné, nebo i zna¢né vyrazné rysy nahodného
usporadani. Hovorime o nich jako o systémech stochastickych. Pfi popisu takovych systémt
nevystacime, jak je zcela zrejmé, s aparatem bézné uzivanym pri studiu klasickych systému,
protoze kazda z popisnych velicin mtze s jistou pravdépodobnosti nabyvat pestré skaly hod-
not. Proto je nezbytné prejit k osvédc¢enym instrumentiim matematické pravdépodobnosti a
statistiky, tj. axiomaticky vybudované matematické discipliny vystavéné na pilifich matema-
tické analyzy a linearni algebry.

1.1 Klasifikace systému podle miry nahodnosti

Pro blizsi objasnéni klasifikace systému podle miry nahodnosti nyni upresnujeme, Ze systém
(typicky fyzikalni, biologicky, ekonomicky ¢i socialni) je oznacen za deterministicky, pokud
Ize na zakladé uidajii o pocatecnim usporadani elementu (téles, bunék, sektoru ¢i jedinct) to-
hoto systému jednoznacné stanovit, v jakém stavu se bude systém nachazet v blizkém (nékdy
i dalekém) budoucnu. Reprezentantem takového systému je napriklad systém nékolika téles
navzajem propojenych pruzinami a pohybujicich se ve vakuu. Pri znalosti poc¢atecnich poloh
a rychlosti téchto téles a pri znalosti dalSich parametrt systému (zde napt. tuhosti pouzitych
pruzin) lze se stoprocentni jistotou urcit stav systému v libovolném case ¢, tedy lokace a oka-
mzité rychlosti vSech téles.

Naproti tomu stochasticky systém je charakteristicky tim, Ze ani pfi znalosti detailniho a
kompletniho silového (nebo obecné interakéniho) ptisobeni mezi elementy systému neni mozno
predikovat vysledny stav systému jinak nez s pouzitim pravdépodobnostniho popisu. Zastup-
cem takového systému je napriklad systém mnoha vzajemné propojenych kulicek ponorenych
do kapaliny. Ackoli je silové ptisobeni mezi kazdymi dvéma kulickami relativné snadno po-
psatelné, rusivé ucinky molekul vodni lazné z né€j vytvareji systém nahodny. Analogicky lze za
stochastické systémy prohlasit také systémy, které jsou — a¢ puvodné deterministické — ruseny
ruznymi nahodnymi vlivy, popf. systémy, v nichz je interakce mezi soucastmi komplikovana,
nestabilni nebo nahodila. Mezi takovéto systémy lze typicky zahrnout pohyb téles v realném
odporujicim prostredi, vyvoj akcii na burze, neusporadany pohyb bunék nebo molekul kapa-
lin a plynt, proud vozidel ¢i pohybujici se dav chodcti. Stanovovat analytické predpovédi pro
deterministicky systém tedy znamena urcit presny stav systému v daném case, tj. vypocitat
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presné hodnoty fazovych velic¢in (poloh, hybnosti, rychlosti, atd). Naproti tomu ve stochastic-
kych systémech reprezentuji analytické predpovédi snahu kvantifikovat pravdépodobnosti, s
jakymi nastanou vSechny pripustné stavy daného systému. V téchto systémech je typickym
vystupem reseni pravdépodobnost, Ze dana stavova veli¢ina — oznac¢me ji symbolem X — (na-
priklad akcie spolec¢nosti Apple) nabude hodnot z mnoziny A (coz muze byt napriklad interval
mezi $115 a $125). Takové a podobné pravdépodobnosti budeme zapisovat ve formalizovaném
tvaru

PIXeA], PIXe(115125)], PI[X€{1,3,5}], P[X<a]

kde X budeme nazyvat nahodnou velié¢inou (proménnou). Ulohu na vy¢isleni pravdépodob-
nosti zadanou ve tvaru

PIXeA] =2 (1.1)

budeme nazyvat pravdépodobnostnim dotazem.

1.1.1 Uloha - francouzska ruleta

V této uloze se pokusime matematickym pohledem analyzovat nahodny jev, jenz je zakladem
hazardni hry s nazvem francouzska ruleta. Zakladem rulety je otacivé zarizeni, které se sklada
ze dvou soustrednych kol. Vétsi z nich je nehybné. MensSi je pohyblivé a byva rozdéleno na 37
obarvenych poli ocislovanych ¢isly od O do 36. Hraci sazi typicky na konkrétni ¢islo nebo barvu
policka, do kterého si mysli, Ze kulicka padne. Komplikované€jsi sazky vsak pripoustéji vsadit
i na rtizné dalsi varianty vysledku. Typické pfiklady sazek jsou tyto:

e Sazky na jedno c¢islo: Hrac vsazi na kterékoliv ¢islo véetné nuly. V pripadé vyhry je vypla-
cen 35nasobek vsazené castky.

e Cervena nebo ¢erna barva: Hrac typuje barvu policka. V pfipadé vyhry je vyplacen dvoj-
nasobek vsazené castky.

e Suda nebo licha: Hrac typuje, zda vysledkem bude sudé nebo liché ¢islo. V pfipadé vyhry
je vyplacen dvojnasobek vsazené castky. Pokud padne nula, vyhra se nevyplaci.

e Mala cisla: Hrac vsazi na to, Ze padne nékteré z c¢isel 1-18. V pripadé vyhry je vyplacen
dvojnasobek vsazené castky.

e Vysoka cisla: Hrac vsazi na to, ze padne nékteré€ z cisel 19-36. Vyhra je opét dvojnasobek
vsazeneé castky.

e Tretiny: Vsazi se, zda kulicka padne do prvni tretiny (Cisla 1-12), druhé tretinu (Cisla
13-24) nebo treti tretiny (¢isla 25-36). V pripadé vyhry je vyplacen trinasobek vsazené
castky.

e Sloupce: Jedna se bud o sazku na horni fadu (Cisla délitelna tremi), nebo prostredni radu
(cisla délitelna tremi se zbytkem 2), pripadné dolni radu (Cisla délitelna tremi se zbytkem
1). Vyhrou je opét tfinasobek vsazené castky.

Pokuste se nyni ke kazdé z vySe zmineénych sazek vytvorit prislusny pravdépodobnostni
dotaz a vy¢islit hodnotu jeho vysledku.




1.2. VYBEROVY PROSTOR

1.2 Vybérovy prostor

Charakteristickym rysem kazdého nahodného procesu, tj. kazdé nahodné veliciny, je mnozina
vSech pripustnych vysledkt, tj. vSech, které mohou byt pri realizaci prislusného nahodného
experimentu dosaZeny. Hovorime o tzv. vybérovém prostoru. V téchto skriptech ho budeme
znacit pismenem E. Pohledem teorie miry, ktera s danou problematikou tizce souvisi (jak uvi-
dime pozdéji), 1ze tuto mnozinu ztotoZnit s tak zvanym mnozinovym prezidentem. Na zakladé
elementarnich vlastnosti pravdépodobnosti bude vzdy platit, ze pravdépodobnost, Ze vysled-
kem nahodného experimentu bude néktera z hodnot vybérového prostoru, vzdy rovna jedné.
To tedy znaci, ze
P[X eE]=1.

Hovofime o normalizaci pravdépodobnosti. V uloze je takovym vybérovym prostorem
mnozina E = {0,1,2,3,...,36}. Jednotlivé prvky vybérového prostoru se obvykle nazyvaji ele-
mentarnimi jevy.

Predpokladejme, ze % je soustava, jejimiz prvky jsou mnoziny. Rikame, ze % je soustavou
mnozin. Mnozinu E € % nazveme prezidentem soustavy %, pokud jsou vSechny ostatni
mnoziny soustavy # jeji podmnozinou, tj. VA € % : A C E. Neni tézké ukazat, ze kazda
soustava ma nejvyse jednoho prezidenta. Existuji tudiz i soustavy, které prezidenta nemaji.

1.3 Klasifikace podle rozsahlosti vybérového prostoru

Nahodné jevy (proménné) obvykle rozdélujeme podle poctu vsech pripustnych hodnot, které
mohou byt vysledkem zkoumaného nahodného procesu, tj. — odborné receno — podle mohut-
nosti vybérového prostoru.

Kardinalitou (kardinalnim cislem, mohutnosti) mnoziny pritom rozumime pocet jejich
prvku, ovSsem v ponékud zobecnéném pojeti. Je-li pocet prvkli mnoziny A konecny, pak je
kardinalnim c¢islem praveé tento pocet. Tedy mnozina M = {1,2,3,...,n}, kterou byva zvykem
oznacovat symbolem 7, ma kardinalni ¢islo rovné cislu n. PiSeme |[M| = n. Pro B = {&,¢, 0, 4}
proto plati, ze |B| = 4. Pokud ale 1ze n€¢jakou mnozinu bijektivné zobrazit na mnozinu priro-
zenych ¢isel N = {1,2,3,...}, pak je tak zvané spocetna. U takovych mnozin uz nelze stanovit
klasicky chapany pojem poctu prvki. K odstranéni tohoto problému slouzi prave cislo kardi-
nalni. Pro spocetné mnoziny ho oznacujeme symbolem N, [cteme: alef nula]. Takze napfiklad
mnozina C = {7,14,21,28, ...} vSech prirozenych cisel délitelnych sedmi ma kardinalni c¢islo
rovné 8y. A dokonce i mnozina Q vSech racionalnich ¢isel ma stejnou mohutnost, protoze ji
Ize na N bijetivné zobrazit. PiSeme |C| = |Q| = 8y. Nespocetny mnozinam bijektivné zobrazitel-
nym na mnozinu R = (—oo, +00) redlnych ¢isel pak prislusi kardinalni ¢islo ;. Proto napriklad
pro interval I = (—1,2) plati |I| = N;.

Je-li mohutnost mnoziny vSech pripustnych hodnot nahodné proménné konecna ¢i spo-
cetna, tj. je-li |[E| < Ny, hovofime o diskrétnich nahodnych systémech/proménnych. Za-
stupcem diskrétnich nahodnych systému je napriklad vyse diskutovana francouzska ruleta
nebo losovani Cisel Sportky, kdy ma mnozina vsech pripustnych hodnot 49 prvka, nebot
E = {1,2,...,49}. Je-li naopak |E| = Nj, tj. je-li mnozina vSech pripustnych hodnot nahodné
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proménné nespocetna, hovorime o spojité nahodné veli¢iné. Reprezentanty spojitych nahod-
nych veli¢in jsou napriklad rychlost pohybu bunék v zivych organizmech, mzda zaméstnancu
obchodni spolecnosti, nebo cena akcie CEZ na Prague Stock Exchange.

1.3.1 Uloha - klasifikace nahodnych proménnych

Pokuste se nalézt vlastni priklady disktrétnich a spojitych nahodnych jevii. Vysvétlete, z jakého
dtvodu zarazujete dany jev do dané kategorie.

1.4 Pestrost pravdépodobnostnich dotazu

Ptame-li se, jaké pravdépodobnostni dotazy muzeme pro zvolenou nahodnou proménnou X
zodpoveédét a kolik takovych dotazli vlastné existuje, je ziejmé, ze to bude souviset s mohut-
nosti celého vybérového prostoru. Je-li vybérovym prostorem dvouprvkova mnozina E = {p =
panna, o = orel}, pak 1ze polozit pouze tyto Ctyti dotazy:

e Padne pri jednom hodu minci orel?

e Padne pfi jednom hodu minci panna?

e Padne pri jednom hodu minci néco z dvojice panna, orel?
e Nepadne pri jednom hodu minci zadny z této dvojice?

Ostatni dotazy nedavaji smysl. Tuto Ctverici l1ze zcela intuitivné preformatovat do standard-
niho tvaru pravdépodobnostniho dotazu (viz vztah (1.1)), a to takto:

e P[X=0] = P[Xefo}] =2
« PIX=p] = PIXelpl] =2

e« P[X=0 VvV X=p] = P[Xepo)] =2
o PIXe0] =2

Odsud ihned plyne, Zze smysluplnym dotazem bude jakykoli dotaz tvaru P[X € A] =7?
pro libovolnou podmnozinu vybérového prostoru E. A protoze je dobre znamo, ze pocet vSech
podmnozin mnoziny, ktera ma m prvku je roven 2, vime nyni, ze vSech dostupnych pravdépo-
dobnostnich dotaz je prave 2. Zobecnéné to plati dokonce i pro spocetné ¢i nespocetneé velké
vybérové prostory, kde je napiiklad dokazano, ze 2% = Ny, tj. Ze v pripadé spoéetné nahodné
proménneé existuje nespocetné mnoho pravdépodobnostnich dotazu.

Mezi vSemi pravdépodobnostnimi dotazy existuji dva, které maji specifické postaveni a trivi-
alné zjistitelnou hodnotu vysledku. Jedna se o variantu, kdy A = E, resp. A = (. Hovorime o tzv.
jistém jevu (varianta A = E), resp. o jevu nemozném (varianta A = (). Plati pro né rovnosti
PIX € E] =1 a P[X € 0] = 0. Za nemozny jev pokladame jev, ktery nemtize nastat pri zadné
realizaci zkoumaného nahodného pokusu.

Soustavu vSech podmnozin libovolné mnoziny D nazyvame potenci mnoziny a oznacujeme
symbolem 2P, tj. 2P = {A: A c D}. Jisté tedy 0 € 2P a D € 2P. Poznamka: Symbol 2P je odvozen
z faktu, Ze soustava 2P obsahuje, jak bylo diskutovano vyse, pravé 2/°l mnozin.




1.5. OBECNE VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTI - INTUITIVNI ZAVEDENI

1.4.1 Uloha - feSeni pravdépodobnostnich dotazi

Zkoumejme nahodny jev spocivajici v hodu minci, o niz je znamo, ze panna pada pétkrat castéji
nez orel. Pri znalosti tohoto chovani zodpovézte vSechny pravdépodobnostni dotazy z predeslé
sekce.

1.5 Obecné vlastnosti pravdépodobnosti - intuitivni zavedeni

Uvazujme nyni libovolnou nahodnou proménnou X, jejiz vybérovy prostor (mnozina vsech pri-
pustnych stavt) je E. Intuitivné ocekavame, ze pro libovolnou podmnozinu A mnoziny E, tj.
VA € 2F, bude mozné stanovit pravdépodobnost P[X € A], Ze nahodna veli¢ina nabude hodnoty
praveé z mnoziny A. Ackoli pro diskrétni nahodné proménné je toto tvrzeni pravdivé zcela, pro
diskutovat obecné vlastnosti pravdépodobnosti pro diskrétni nahodné proménné.

Po pomérné podrobném tvodu do problematiky 1ze nyni pravdépodobnost chapat jako zob-
razeni, které mnozinam A z potence 2F, kde E je vybérovy prostor zkoumané nahodné pro-
meénneé, prirazuje hodnoty z intervalu (0, 1), vyjadrujici pravdépodobnost, ze vysledkem nahod-
ného experimetu bude néktery z prvkti mnoziny A. Tedy:

P 2F 5 (0,1).
Tato pravdépodobnost také nutné splnuje nasledujici zakladni vlastnosti:

¢ nulovou pravdépodobnost pro prazdnou mnozinu, tj. P[X € 0] = 0;

e jednotkovou pravdépodobnost pro mnozinu vsech pripustnych stavy, tj. P[X € E] =1;
e nezapornost, tj. splnéni implikace A €2 = P[X e A] > 0;

e monotonii, tj. splnéni implikace A,Be2!AACB = P[XeAl<P[XeB];

e aditivitu, tj. splnéni implikace A,B€ 2EA ANB=0 = P[XeAUB]=P[XeA]l+P[X € B].

Odtud je patrna vyrazna podobnost mezi pravdépodobnosti (jakozto mnozinovou funkci,
ktera prirazuje mnozinam ciselné hodnoty) a obecnou mirou tak, jak byla vybudovana v Lebes-
gueove teorii miry (viz skripta [?]). V podstateé lze rici, ze pravdépodobnost je normalizovana
mira, protoze z vySe uvedenych vlastnosti jsou ¢tyri presnou kopii axiomt miry, pouze druha
vlastnost (jakasi normovanost) je urcitym specifikem pravdépodobnosti. Tato silna korespon-
dence mezi obecnou mirou a mirou pravdépodobnostni nam v dalsim textu pomuze vybudovat
(kvantitativneé i kvalitativné) pravdépodobnost bezespornym zptisobem, coz nebylo v historii
budovani aparatu pravdépodobnosti vzdy snadné.

1.5.1 Komplikace pri studiu spojitych nahodnych veli¢in

Intuitivné by se mohlo zdat, ze se prechodem od diskrétnich ke spojitym nahodnym veli¢inam
nic zasadniho nemeéni, a ze tedy dotazy tvaru P[X € A] =? jsou vycislitelné pro vSechny volby
podmnozin A c E. Pokud jsou zastupci takovych podmnozin A C E voleny nepriliS kompliko-
vane, tj. je-li A reprezentovano kuprikladu jednoprvkovou, konecnéprvkovou, spocetnéprvko-
vou mnozinou, nebo intervalem ¢i jejich koneCnym, resp. spocetnym sjednocenim, pak hodnota
PIX € A] skutecné existuje. OvSem existuji i rizné technicky prekombinované volby mnoziny A,
kdy pravdépodobnost P[X € A] vycislit nelze. Tento problém resi rigorozni cestou praveé teorie
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miry (viz [?]). My se v téchto skriptech omezime pouze na vysledek celého postupu. Tim je fakt,
Ze se v pripadé spojitych nahodnych proménnych za defini¢ni obor pravdépodobnosti £, kterym
je v diskrétnim pripadé cela soustava 2F, klade jenom jista vhodna podsoustava 2 c 2F, ktera
je tzv. mnozinovou o—algebrou. Tato soustava & je vytvorena jako nejmensi mozna oc—algebra
vytvorena nad mnozinovou soustavou {G C E : G = G°} vSech otevienych podmnozin mnoziny E.
Je-li napt. E = R, coz je typicka situace, pak do této minimalni c—algebry, které se v teorii miry
rika borelovsky uzaver, patri vSechny jednoprvkové, konecnéprvkové, spocetnéprvkové mno-
ziny, vSechny intervaly (libovolného typu) a vSechna jejich konecna ¢i spocetna sjednoceni.
A pochopitelné také prazdna mnozina a sama mnozina E. To je pro nase zaméry budovani
rigorozni teorie pravdépodobnosti plné dostacujici. O mnozinach z borelovského uzavéru %
hovotime jako o borelovskych mnozinach.

Zavérem téchto uvah je tedy skutecnost, ze Dom(P) = Z, tj. ze ve spojitych pripadech lze
klast pravdépodobnostni dotazy pouze ve tvaru

PIXeA] =?, kdeAe 2.

Soustavu mnozin 2 prohlasime za mnozinovou o—algebru, pokud splnuje tyto podminky:
e uzavrenost na konecna sjednoceni: VA,Be€ ¥2: AUB e 9.
e uzavrenost na rozdily: VA, Be€ ¥: A\Be€ 2.
e existence mnozinového prezidenta: dfE€ ¥: Ae ¥ = ACE.

e uzavrenost na spocetna sjednoceni: YAy, A, As,... € Z: U,‘:;Ak € 9.

1.5.2 Umluva

Z predeslé casti textu vyplyva, zZe (je-li jasné, o jaké nahodné proménné se hovori) neni nezbytné
zapisovat pravdépodobnostni dotazy v kompletnim tvaru P[X € A] =?, ale Ze je lze bez Gjmy
na obecnosti zestrucnit do podoby P[A] =?. Tohoto zjednodusSeni se v dalSim textu vétSinou
pridrzime.

1.6 Pravdépodobnostni mira - rigorozni zavedeni

Z matematického pohledu chapeme pravdépodobnost jako pravdépodobnostni miru
P:2F 5 (0,1),

jejimz definicnim oborem Dom(%) je bud potence né¢jakého spocetného vybérového prostoru
E, anebo (v pripadé spojitych nahodnych proménnych) mnozinova soustava tzv. borelovskych
mnozin, o niz bylo pojednano vyse. Souhrnné (bez rozliSeni, zda je dana proménna diskrétni ¢i
spojita) oznacujeme defini¢ni obor pravdépodobnostni miry terminem c—algebra jevia. Budeme
pro ni pouzivat symbol 2.

Pravdépodobnosti (pravdépodobnostni mirou) tedy budeme rozumét kazdé zobrazeni # :
2 — (0,1), které vSem mnozinam ze soustavy ¥ prirazuje Cislo z intervalu (0,1) pri splnéni
nasledujicich axiomu:

e axiom nulovosti: P[0] = 0;
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1.7. JEVY A JEJICH MNOZINOVA INTERPRETACE

e axiom normality: P[E] = 1;

e axiom monoténie: A, Be 2 ANAACB = P[A]<P[B];

e axiom nezapornosti: Ae ¥ = P[A]>0;

e axiom aditivity: A, B€e 2A AnNB=0 = P[AUB]=P[A]+P[B]

e axiom G—&ditiVity: A, A, .. A, .. EDNANA =0 (k * f) = P[U;ilAk] = thil PLAL].

Toto zavedeni je sice redundantni, coz znaci, ze nékteré z uvedenych axiomu je mozno pro-
kazat na zakladé splnéni zbylych axiomu, ale pro prehlednost a lepsi pochopeni se ho v tomto
textu pridrzime.

Zde navic podotykame, Ze z axiomu pravdépodobnostni miry bezprostredné vyplyva, ze

YGeZ: PIG] €(0,1), (1.2)

tj. Ran(P) c (0, 1), kde Ran(#) znaci obor hodnot pravdépodobnostni miry.

1.7 Jevy a jejich mnozinova interpretace

Intuitivneé jsme jiz pochopili, ze vysledky nahodnych pokusti 1ze s vyhodou pokladat za mnoziny
moznych vysledkti nahodného experimentu. Této tivahy jsme jiz vyuzili pti zjednoduseni zapisu
PIX € A] na P[A]. Odsud ale vyplyva, Ze pri reseni uloh na pravdépodobnost bude mozné
pouzivat mnozinovou symboliku a operace.

Jev, ktery nastane tehdy, kdyz nastane alespon jeden z jeva A, B, se nazyva sjednocenim
jevi A a B a znaci se symbolem A U B. Jev, ktery nastane, pokud nastanou oba jevy A, B
soucasné, se nazyva prunikem jeva A a B a znaci se symbolem AN B. Analogicky je definovano
také sjednoceni ¢i prinik vétsiho poctu jeva.

Jev, ktery nastane, jestlize nastane jev A, ale nenastane jev B, se nazyva rozdilem jeva A
a B a znaci se symbolem A \ B.

Plati-li, Ze kdykoli nastane jev A, nastane i jev B, fekneme, Ze A je podjevem jevu B nebo
Ze jev A ma za nasledek jev B. PiSeme A C B.

Jev A, ktery nastava pravée tehdy, kdyz nenastava jev B, se nazyva jevem opac¢nym (dopli-
kovym) k jevu A Oznacujeme ho symbolem A = B¢ a zjevné plati, ze B = E \ B, resp. BUB® = E.

Jevy A a B, pro které A N B = (), se nazyvaji neslucitelnymi (disjunktnimi) jevy. Jevy
B1, By, ..., B, se nazyvaji neslucitelnymi (disjunktnimi), plati-li pro né implikace

Vike{l,2,...,n}: i#+k = B;NBy=0.

JestliZze navic plati, Ze B UB, U... U B, = E, fekneme, Ze jevy By, By, ..., B, tvoii aplny systém
neslucitelnych jevua.

Jev, ktery lze vyjadrit jako sjednoceni alespon dvou neslucitelnych jevii, se nazyva jev slo-
zeny. Jev, ktery sloZeny neni, se nazyva jevem elementarnim. Snadno lze ukazat, ze kazdé
dva elementarni jevy jsou neslucitelné a ze cely vybérovy prostor E 1ze rozlozit na tplny systém
elementarnich jevu.

11



KAPITOLA 1. MOTIVACE A VYCHOZI UVEDENI DO PROBLEMATIKY

1.8 Odvozené vlastnosti pravdépodobnosti

Z axiomu pravdépodobnosti 1ze vcelku pohodlné odvodit celou radu doplnkovych vlastnosti,
které pravdépodobnostni mitu charakterizuji. Nejprve ovSem ukazeme, ze dokonce i axiom
monotonie muze byt odvozen ze zbylych axiomti. Uvazme mnoziny (jevy) A, B € &, takové, ze A
je podjevem B, tj. A c B. Zrovnosti A=BU(B\A), BN(B\A) =0 az axiomu aditivity plyne, Ze

PIA] = P[B] + P[B \ Al.
Zaroven ale z odvozené vlastnosti vime, ze P[B \ A] € (0,1). Odtud jiz primo vyplyva, ze
P[A] < P[B], coz bylo cilem dokazat.

1.8.1 Uloha - dalsi vlastnosti pravdépodobnosti

V tomto prikladé se pokusme ukazat, Ze pro pravdépodobnost plati také dalsi dva dodatkové
vztahy. Prvnim z nich je subtraktivita, tj. tvrzeni tvaru:

ABEZ A AcB = P(B\ A) = P(B) — P(A).
Druhym z nich je komplementarita, tj. tvrzeni tvaru:

Ae P = P(A%) =1-P(A).

1.8.2 Uloha - dikazy dalSich vlastnosti
Dokazte, ze plati:
o P[A U B] = P[A] + P[B] — P[A N B] pro libovolné dva jevy A,B € 2.
e Je-li By, By,..., B, € Z uplny systém neslucitelnych jevt, pak Y, _, P[Bi] = 1.
e (A1UAU...UA,)  =ATNASN...NA] pro libovolnou sadu jevu ze o—algebry 7.
e (A1NA2N...NA,) =ATUAZU...UA;] pro libovolnou sadu jevu ze o—algebry 7.

o P[A\B]+P[ANB]+P[B\A] = P[A U B] pro libovolné dva jevy A,B € 2.

1.8.3 Uloha - rozhodnuti o platnosti tvrzeni

Pokusme se rozhodnout, zda (pripadné za jakych podminek) plati rovnost P[A\ B] = P[A] -P|[B]
pro libovolné dva jevy A,B € Z.
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Kapitola 2

Distribucni funkce a jeji vlastnosti

Bez ohledu na typ nahodné promeénné lze pro kazdou jednorozmérnou nahodnou proménnou
zavest nejuniverzalnejsi ze vSech pravdépodobnostnich charakteristik, kterou je tzv. distribucni
funkce. Jedna se vlastné o funkci jedné proménné, ktera vycerpavajicim zptisobem charakte-
rizuje nahodny proces, ktery analyzujeme. Prostrednictvim ni lze totiz, jak uvidime pozdéji,
zodpoveédét kazdy z pripustnych pravdépodobnostnich dotazu.

2.1 Zavedeni distribucni funkce nahodné proménné

Pro nahodnou veli¢inu X zavadime k ni pfislusnou distribué¢ni funkci predpisem
F(x) :=P[X < x]. (2.1)

Definicnim oborem distribuc¢ni funkce je mnozina R vSech realnych c¢isel, a to i tehdy, je-1i
vybeérovym prostorem podstatné méneé mohutna mnozina, napriklad interval E = (—4,7), nebo
Ctyrprvkova mnozina E = {2, 4,6, 8}.

2.1.1 Priklad - distribucni funkce pro hod falesnou kostkou

Uvazujme falesnou hraci kostku, pri jejimz hodu pada cislo 3 pétkrat casteji néz ostatni hod-
noty. Vsechny ostatni hodnoty jsou stejné pravdépodobné. Vybérovym prostorem je mnozina
E=1{1,2,3,4,5,6.}. A jejim rozkladem na uplny systém neslucitelnych (a zaroven elementarnich)
jevu je zjevné systém mnozin (jeva) By = {1}, Bo = {2}, B3 = {3}, B4 = {4}, Bs = {5} a B¢ = {6}. S ohle-
dem na vyse uvedeny fakt, Ze P[Bs] = 5P[Bi] pro vSechna k = 1,2,4,5,6, a také zZe Z,f:l P[Bi] =1,
vidime, ze pravdépodobnostni tabulka zkoumaného jevu vypada takto:

Elementarni jev Jeho pravdépodobnost
B, = {1} PIB1l = 1
B, = {2 P[B] = 15
B; = {3} PIBs] = 15
By = {4) PIBal = 1
Bs = (5} PIBs] = 1
B = {6} P[Be] = 15
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KAPITOLA 2. DISTRIBUCNI FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

Z této pravdepodobnostni tabulky lze pak snadno dopocitat hodnotu prislusné distribu¢ni
funkce v libovolném bodé x € R. Napriklad

F2.5):= P[X < 2.5] = P[X € {1,2}]] = P[X = 1] + P[X = 2] = 12—0

Analogicky

FG):=P[X <5] = P[X €{1,2,3,4]] = P[X = 1] + P[X = 2] + P[X = 3] + P[X = 4] = %

Povsimneéte si ale, ze pro x = 5,01, (tj. pri nepatrné zmeéné predeslého zadani) plati

F(5.01) := P[X < 5.01] = P[X € {1,2,3,4,5)] = P[X = 1]+P[X = 2]+P[X = 3]+P[X = 4]+P[X = 5] = 19—0

Z toho je zrejmé, ze distribucni funkce diskrétnich nahodnych veli¢in ma typicky skokovy cha-
rakter. Rikame, Ze F(x) je schodovitou funkci. Pro tento priklad jesté vykresleme jeji podobu.

']
1 &=
O :
459 o—e
o0—e

35

2/5%

1/5 O ﬂ

oO— r X
0 =0 l o o ——o— o>
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Z obrazku je patrné, ze vykreslena distribuc¢ni funkce je spojita zleva. To se nakonec ukaze
jako univerzalni vlastnost kazdé distribuc¢ni funkce.

2.1.2 Priklad - distribu¢ni funkce rovnomérného spojitého rozdéleni

Jako elementarni pfiklad distribu¢ni funkce nam muze dobre poslouzit distribu¢ni funkce
spojité rovnomeérné rozdélené nahodné veliCiny, jejiz realizace mohou se stejnou pravdépodob-
nosti nabyvat vSech hodnot z otevieného intervalu (a, b). Neni nikterak tézké urcit, Ze prislusna
distribu¢ni funkce je tvaru

0 x <4
Fay={ = xe(ab)
1 xz=bh.

Tato distribucni funkce je vykreslena na obrazku dole. V tomto pripadé je distribu¢ni funkce
nejen spojita zleva, ale nad to jesté kompletné spojita. Na obou obrazcich jsou navic dobre
patrné vsechny zakladni vlastnosti distribué¢nich funkci citované v oddile [2.2]

14



2.2. ZAKLADNI VLASTNOSTI DISTRIBUCNI FUNKCE

4/5 //
3/5% /
2/5% p //
1/5 ¢ /,/
0 ° J . 3 ° 3 o o—X>

.
0 a=1 2 3 4 5 6 b=7 8

Uvedené rozdé€leni se nazyva rovnomerné, protoze vSechny intervaly (a,a + 0) o stejné délce
0 > 0, které jsou podmnozinou vybérového prostoru E = (1,7), maji stejnou pravdépodobnost.
To uvidime

2.2 Zakladni vlastnosti distribuc¢ni funkce

Mezi vlastnosti vSech distribuénich funkci, které 1ze jednoduse vyvodit piimo z definice (2.1),
patfi tyto:

e Dom(F) =R;

Ran(F) c (0, 1);

F(x) je na R neklesajici;

limMy—s 400 F(¥) = 1;

limy,_ F(x) = 0;

e F(x) je na R spojita zleva.

Dodateénym technickym predpokladem je pozadavek na ¢astecnou spojitost funkce F(x),
kdy je F(x) bud kompletné spojita, tj. F(x) € C(R), anebo ma pouze konecné bodti nespojitosti.
Tuto druhou vlastnost zapisujeme symbolem F(x) € PC(R). Pro peclivéjsi ctenare také nabizime
nize presnou definici prostoru po ¢astech spojitych funkeci.

Necht M je libovolna neprazdna podmnozina mnoziny vsech realnych cisel. Symbolem PC(M)
zin€ M. Pro prislusnost méritelné funkce g(x) do tridy PC(M) musi funkce splnovat tyto vlast-
nosti: a) M € Dom(g); b) g(x) je spojita zleva ve vSech bodech mnoziny M; c) g(x) je spojita vSude
v mnoziné A C M, pricemz [M \ A| < Ny, cozZ znaci, Ze g(x) je spojita ve vSech bodech mnoziny
M s vyjimkou konec¢né mnoha bodu zahrnutych v mnoziné M \ A a d) v bodech mnoziny A
navic existuji takeé limity zprava (konecné ¢i nekonecné).
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KAPITOLA 2. DISTRIBUCNI FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

2.2.1 Heavisideova funkce

Jednou z nejelementarnéjsSich po ¢astech spojitych funkci je tzv. Heavisideova funkce [cti
hevisajd]. Jeji jednorozmérna verze O(x) : R = R je zavedena predpisem

x<0;
O(x) =
x> 0.

Pro libovolnou funkci h(x) : R — R navic definujeme soucin O(x) h(x) jako nulovy pro vSechna
x € I, kde I = (-0,0), a to bez ohledu na to, zda je funkce na mnoziné I definovana ¢i zda v
nékterych bodech intervalu I nema limity, pripadné ma limity rovné +oco.

Heavisideova funkce predstavuje elegantni zptisob, jak zjednodusovat zapisy funkci, jejichz
prubehy se skokoveé meéni. Takové funkce se totiz bézneé zapisuji pomoci vétveni, jako naprtiklad
u funkce

7x2 x| < 4;
8x) =
0 |x| > 4.
Takovou funkci lze s vyuzitim formatu Heavisideovy funkce pohodlné zapsat v kompaktnim
tvaru g(x) = 7x*0(4 — |x|).

DalsSim prikladem po castech spojité funkce je napriklad funkce g(x) = ©(x)/x, pri jejimz
zkoumani se uplatni vySe zminéné pravidlo, které vyusti ve fakt, ze g(0) = 0, ackoli vyraz O(x)/x
by sam o sobé nebyl v nule definovan.

2.2.2 Dukazy zakladnich vlastnosti distribu¢ni funkce

V této casti textu prodiskutujeme (a zduivodnime) zakladni vlastnosti, které ma kazda distri-
bucni funkce.

To, ze definicnim oborem distribuc¢ni funkce je mnozina vSech realnych ¢isel, je naprosto
ziejmé z definice (2.1). A protoze pravdépodobnost P[X < x] miize nabyvat pouze hodnot mezi
nulou a jednickou (vCetne€), je zcela zrejme, ze funk¢énimi hodnotami distribuc¢ni funkce F(x)
mohou byt pouze cisla z uzavieného intervalu (0,1), coz znaci, ze Ran(F) C (0,1). Neznamena
to ale nutne, ze Ran(F) = (0,1), jak je patrné napriklad na obrazku XX vyse, kde Ran(F) =
{0,1/10,1/5,7/10,4/5,9/10,1}.

Nyni dokazme, Ze F(x) je na celém R neklesajici funkci. Zvolme tedy libovolné dvojici ¢isel
x < y a pokusme se ukazat, ze F(x) < F(y). Za danych okolnosti zcela jisté plati, ze interval
(=00, x) je podmnozinou intervalu (—oco, y). Z monotonie pravdépodobnostni miry odtud plyne,
ze P[(—oc0,x)] < P[(—o0, y)]. Odtud dale

F(x) = PIX <x] = P[X € (—00,x)] < P[X € (-00, y)] = P[X < y] = F(y),

coz bylo cilem dokazat.
Dalsi vlastnosti, jiz se pokusime dokazat, je rovnost lim,_, ;. F(x) = 1. Ta fakticky vychazi
z faktu, ze P[X € (-co,+00)] = P[R] = 1. Je-li tedy (xx),2, posloupnost vyhovujici podminkam
x] < X2 < x3 < ..., pro niz navic plati, ze limy_, ;. xx = +00, pak je posloupnost pfislusnych
funkénich hodnot F(xx),?, neklesajici, jak lze snadno odvodit z monotonie pravdépodobnostni
miry
F(xy) = PIX < x¢] = PIX € (=00, x)] < P[X € (=00, xp41)] = PIX < xp41] = Fxg41),

a z logiky veéci také omezena. Kazda takova posloupnost ale musi mit nutné limitu. Oznacme
ji limg, ;o F(xx) = a. Zbyva prokazat, ze a = 1. Posloupnost intervalt Iy = (xi, x+1) doplnéna o
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2.3. PRAVDEPODOBNOSTI INTERVALU A BODOVYCH MNOZIN

interval Iy = (-0,x1) je disjunktnim rozkladem mnoziny R, nebot R = W;? I;. Ze o—aditivity
pravdépodobnostni miry odsud dostavame

Y PIX €] =PIX € (0, +00)] = 1.
k=0

Protoze P[Ix] = F(xr+1) — F(xx), jak uvidime vzapéti, a P[Ip] = F(x;), ma n—ty castecny soucet rady
Y120 PIX € k] hodnotu

Y PIX €] = F(r1) + ) (F(rin) = F()) = F(xen).
k=0 k=1

A protoze soucet Ciselné rady je v matematické analyze definovan jako limita posloupnosti
¢astecnych souctli, musi nutné platit:

n

1=) PIXel]= lim ) PIX € ] = lim F(x,1),
k=0 k 0

odkud jiz vidime, Ze lim,_« F(x,;+1) = lim, F(x,) = 1. Protoze tato vlastnost plati pro kazdou
posloupnost daného tvaru, plyne z Heineovy véty, ze limy_,+ F(x) = 1.

Analogickym zptisobem se prokaze, Ze lim,_,_, F(x) = 0. Prokazat levou spojitost distribuéni
funkce, tedy zbyvajici ze zakladnich vlastnosti, je ponékud technickou zaleZitosti. Peclivéjsi
ctenare proto odkazujeme za vétu 2.3.10 na strané 26 skript [?]).

2.3 Pravdépodobnosti intervali a bodovych mnozin

Znalost distribuc¢ni funkce technicky vzato umoznuje zodpoveédét vSechny pripustné pravde-
podobnostni dotazy. Mezi nimi jsou ale nejcastéjsSimi verzemi otazky urceni pravdépodobnosti
pro bodové mnoziny ¢i intervaly.

2.3.1 Pravdépodobnost polouzavieného intervalu

Nejprve zvolme Cisla a < b libovolné a pokusme se zodpovedét pravdépodobnostni dotaz tvaru
PIX € (a,b)] = 2. Protoze ale plati, ze (a,b) = (—o0,b)\(—00,a) a zaroven (—oo,a) C (—oo,b), dostavame,
ze

PIX €{a,b)] = P[X € (—o0,b)] - P[X € (—0,a)] = P[X < b] - P[X < a] = F(b) — F(a).

Primominame, ze zde bylo vyuzito vysledku jedné z predchozich uloh, a sice

ABe2 N AcB = P[A\B]=P[A] - P[B]

2.3.2 Pravdépodobnost otevieného intervalu

Pro libovolna ¢isla a < b stanovme nyni pravdépodobnost, Ze vysledkem experimentu bude
hodnota z otevieného intervalu (g, b). Nejprve uvazme, Ze otevieny interval (0, 1) 1ze pokryt dis-
junktnim spocetnym sjednocenim polouzavienych intervalt, nebot

o0

©,1) = @Kﬁ%) = (1/2,1) + (1/3,1/2) + (1/4,1/3) +

n=
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KAPITOLA 2. DISTRIBUCNI FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

Odtud

ob-0 =755

a nasledné

[o¢]

b—a b—a
(ﬂ,b)—@<ﬂ+m,ﬂ+ " )

n=1

Ze o—aditivity miry pak odsud vyvozujeme, Ze

= b—a b—a
Pl(a, b)] =;{P[<a+ Lt )]

Dale:

P[(a,b)]:Z(F(a+¥)—lf(a+:;i)).

n=1

Posloupnost ¢astecnych souctt této rady lze ale razantné zjednodusit, nebot

e

= F(b) ~ F(@/2 + b/2) + F(a/2 + b/2) ~ F(2/3 + b/3) + F2a/3 + b/3) — ... + F(a . b;a) . F(a N b;a) _

b—a
:F(b)—F(a+k+1).

A protoze soucet ciselné rady je definovan jako limita posloupnosti ¢astecnych souctu, ziska-
vame vysledek

Pl(a,b)] = lim (F(b) P(wzﬁ)) F(b) — lim F(x),

xX—ay
kdy posledné uvedeny vyraz reprezentuje limitu zprava funkce F(x) v bodé x = a.

Za povsimnuti zde stoji, ze pravdépdobnosti P[X € (g,b)] a P[X € (a,b)] jsou totozné jedine v
pripade, ze je distribucni funkce F(x) spojita v bodé a. Jinak jsou obé pravdépodobnosti rtizné
a vzhledem k monotonii pravdépodobnostni miry lze univerzalné stanovit pouze nerovnost
PIX € (a,b)] < P[X € {(a,b)].

2.3.3 Pravdépodobnost jednoprvkové mnoziny

Jako vychozi tvar jednoprvkové mnoziny zvolme A = {a} pro libovolné a € R. Protoze ale plati
elementarni rovnosti {a} W (a,b) = (a,b) a {a} N (a,b) = 0, vychazi rovnou z axiomu aditivity, ze

PIX =a]l=P[Xeab)\(ab)]=PXeab]-PXe@b)]=
= F(b) = F(a) = F(b) + lim F(x) = lim F(x) - F(a) = [F(x)],

kde symbol [F(x)], oznacuje délku skoku distribu¢ni funkce F(x) v bodé x = a. Je-li tedy distri-
bucni funkce F(x) v bodé x = a spojita, je pravdépodobnost, Ze vysledkem experimentu bude
hodnota a4, nulova.
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2.3. PRAVDEPODOBNOSTI INTERVALU A BODOVYCH MNOZIN

2.3.4 Pravdépodobnost konecnéprvkové mnoziny

Uvazujme mnozinu K = {ay,ay,...,a,} €itajici m raznych hodnot a zkoumejme pravdépodobnost
P[X € K]. Rozlozime-li mnozinu K = {aj,ay,...,a,} na disjunktni sjednoceni mnozin A = {41} a
B ={ay,...,a,}, pak z aditivity pravdépodobnostni miry dostavame, ze

PIXeK]=P[XeA]l+P[XeB]=P[X=a]+P[Xe€B].

Rozlozime-li nyni mnozinu B = {ay,...,a,} na disjunktni sjednoceni mnozon C = {ap} a D =
{as,...,a,}, potom z analogie dostavame rovnost

PIXeK]l=P[XeA]l+P[XeB]=PX=a1]+P[X=a] +P[X eC].

Opakovanou aplikaci tohoto postupu vidime, ze
m m
PIX K] =) PIX=a] =) [F@),
k=1 k=1
kde bylo vyuzito vysledku pododdilu [2.3.3]

2.3.5 Pravdépodobnost spocetnéprvkové mnoziny

Je-li S = {ay,ay,...} mnozina Citajici spocetné rtiznych hodnot, 1ze ji podobné jako v predchozim
pododdile rozdélit na spocetné disjunktni sjednoceni S = ¥;? {a} jednoprvkovych mnozin. Ze
o—aditivity pravdépodobnostni miry dostavame vztah

[oe]

PIX€S]=) PIX=a]=) [F@),

k:l k=1

kde byl opét pouzit zakladni vztah ziskany v pododdile [2.3.3]

2.3.6 Uloha - pravdépodobnost uzavieného intervalu

Na zakladé predeslych vysledkti odvodte pravdépodobnost P[X € (g,b)], Ze vysledkem experi-
mentu s nahodnou proménnou X bude hodnota lezici v uzavieném intervalu (a, b).

2.3.7 Uloha - distribuéni funkce diskrétni rovnomérné rozdélené proménné

Rozmyslete, jakou vlastnost ma distribu¢ni funkce diskrétni nahodné promeénné, kdy jsou
vSechny elementarni jevy stejné pravdépodobné. Naleznéte také priklady takového nahodného
jevu a prislusnou distribu¢ni funkci vykreslete.

2.3.8 Priklad - spojité rovhomérné rozdéleni

Uvazujme rovnomeérneé rozdélenou nahodnou veli¢inu X diskutovanou v oddile Z obrazku
XX vidime, Ze v intervalu (1,7) roste distribu¢ni funkce (tj. pravdépodobnost, ze X padne do
intervalu (-9, x)) linearnée, coz je znak typicky pro rovnomeérne rozdeleni. A ukazme, ze vSechny
intervaly (a,a + 0) o stejné délce 6 > 0, které jsou podmnozinou vybérového prostoru E = (1,7),
maji stejnou pravdépodobnost. Aby interval (g, a + 6) byl skutecné podmnozinou intervalu (1,7),
musi nutneé platit, ze 1 <a <7 aa+ 6 <7. Pak ale plati:

PIX €{a,a+0)] = F(a + 0) — F(a).
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KAPITOLA 2. DISTRIBUCNI FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

A protoze distribuéni funkci z obrazku XX lze kompaktné zapsat ve tvaru

x—1
6 7

F(x) = O(x —1)-©*(7 - x) -

kde ®*(x) = 1 — ©(—x) je alternativni Heavisideova funkce, dostavame odtud

a+6—1_a—1_6

PIX € (a,a+0)] =F@+06)—F() =

6 6 6

Pro vSechny diskutované intervaly je tedy pfislusna pravdépodobnost stejna. Vysledek je zre-
teln€ nezavisly na hodnoté g, tj. nezavisly na umisténi intervalu uvnitf vybérového prostoru. A
to je pravé diivod, pro¢ se o této nahodné proménné hovoii jako o rovhomérné rozdélené.

2.4 Uvahy o mnozinach nulové pravdépodobnosti

Zajimavou problematikou teorie pravdépodobnosti jsou vlastnosti mnozin, jejichz pravdépo-
dobnostni mira je nulova. Hovofime o tzv. $—nulovych mnozinach. Jedna se o ty mnoziny
A € 9, pro které je pravdépodobnost, ze vysledkem experimentu s nahodnou proménnou X
bude hodnota lezici v mnoziné A, nulova, tedy

P[X € A] = 0.

Jev X € A by tedy zfejmeé bylo mozné klasifikovat, jako jev nemozny. Z klasickych priklad na
pravdépodobnost si totiz vétsinou odnasime poznatek, ze je-li pravdépodobnost n€¢jakého jevu
nulova, pak tento jev nemuize nastat. Toto tvrzeni je ovSem, jak uvidime vzapéti, plnohodnotnou
pravdou pouze v pripade, kdy zkoumame diskrétni nahodné veliciny. V tomto pripadé je totiz
vybérovy prostor E konecnou nebo spocetnou mnozinou a oznac¢ime-li B = AN E, pak ma mno-
zina B jisté konecny nebo spocetny pocet prvka a zcela jisté pro ni plati rovnost P[X € B] = 0.
nebot P[X € B] < P[X € A] = 0. Za danych okolnosti, je tedy jasné, Ze B je sloZzena ze vzajemne

raznych prvku (Ciselnych hodnot) by, by, b3, .. ., tj.
B={bheR: k=1,2,...,m}

nebo
B={b,eR: keN}.

Podle predeslych zjisténi tedy
m
0=P[XeBl =) [F@),
k=1

pripadné

0=P[X€B] =) [F@)ly,
k=1

kde F(x) je distribu¢ni funkce nahodné proménné X. Odtud vidime, ze pro vSechna pfipustna
k je hodnota [F(x)],, nulova, tj. distribuc¢ni funkce je ve vSech bodech by spojita. Navic tedy
PIX = by] =0, coz vzhledem k diskrétnosti nahodné proménné X znamena, Ze zadna z hodnot
b1, by, b3, ... nemtize byt vysledkem experimentu X.

Pro spojité nahodné proménné je ale situace mirné komplikovanéjsi. Uvazujme opét, tak
jako v oodilech a rovnomeérné rozdélenou nahodnou veli¢inu X popsanou distri-
bucni funkeci o1

F(x) = O(~1)-0*(7 ~x) ——.
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2.4. UVAHY O MNOZINACH NULOVE PRAVDEPODOBNOSTI

Zvolime-li ¢islo a € R libovolné, vidime, Ze diky spojitosti distribu¢ni funkce plati

PIX = a] = [F)], = lim F(x) - lim F(x) = 0.

To tedy znaci, ze pravdépodobnost, ze vysledkem experimentu X bude hodnota 4, je nulova. To
ale plati pro uplné vSechna a € R. Takze dochazime ke zdanlivé kontroverznimu faktu, ze pro
vSechna a € R je P[X = a] = 0. Pritom je ale jasné, ze losujeme-li ¢isla z intervalu E = (1,7), mtize
Cas od casu byt vysledkem tohoto pokusu jakékoli Cislo z tohoto intervalu. To nutné znamena,
ze vyrok P[X = a] = 0 nefika, ze jev X = a je nemozny. Rika jen, Ze jeho ¢etnost je v porovnani s
jinymi (rozsahlejsimi) jevy extrémneé nizka. Tim se mysli toto.

Provedeme-li m opakovanych pokusu s toutéz nahodnou proménnou X a zaznamename-li si
do promeénné n pocet vSech pripadu, kdy byla vysledkem experimentu hodnota a, pak vyraz n/m
reprezentuje relativni cetnost zkoumaného jevu. Protoze Cislo n zavisi na poctu vsech pokusu,
piseme n = n(m). Relativni cetnost

je tedy také funkci celkového poctu pokusti. A protoze je jasné, ze se zvysSujicim se poctem
pokusu bude relativni cetnost »(m) konvergovat k teoretické hodnoté pravdépodobnosti P[X =
a], vidime, ze

n(m)

lim %(ﬂ’l) = 7 = P[X = a] =0.

lim
m—+0co m—+0oo
To tedy znaci, ze i kdyz ¢as od ¢asu padne hodnota 4, pocet vyskytt tohoto jevu je tak nizky, ze
podil priznivych vysledkt ku vSem vysledktdim klesa s poctem pokusu a limitné se (pro pocet
pokusti rostouci nade vSechny meze) blizi nule.
Tyto uvahy fakticky predstavuji podstatu celé teorie pravdépodobnosti a my je zde bude
postupné jesté rozvijet.
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Kapitola 3

Diskrétni nahodna promeénna a jeji
charakteristiky

V této kapitole rozebereme zakladni vlastnosti diskrétnich nahodnych proménnych a vzajemné
vazby mezi nimi. Upozornime pritom na zajimava specifika, ktera diskrétnost téchto promén-
nych prinasi. Jelikoz jsme se v predeslé kapitole ujistili, Ze distribu¢ni funkce je univerzalni
popisny nastroj, ktery funguje spolehlive jak pro spojité, tak pro diskrétni nahodné proménné,
neni jiz treba se k tomuto nastroji vracet. Rozebrali jsme ho totiz pomérné dikladneé.

3.1 Pravdépodobnostni tabulka

Protoze pro diskrétni nahodné promeénneé je vybérovy prostor bud konec¢néprvkovy nebo nanej-
vys spocetnéprvkovy, 1ze ho vzdy uvadét v jednom ze tvart

E={meR: k=1,23,...,m}, E={aeR: keN}.

A protoze jevy {a;} jsou zcela jisté jevy elementarni, pro kompletni resSitelnost prislusnych prav-
dépodobnostnich dotazti postaci stanovit, jaka je pravdépodobnost P[X € {a;}] = P[X = a;] vSech
téchto elemntarnich jeva. K tomu tedy staci urcit tzv. pravdépodobnostni tabulku, v niz jsou
v prvnim sloupci vypsany vSechny elementarni jevy a ve druhém je stanovena jejich pravdépo-
dobnost. Z této pravdépodobnostni tabulky lze pak jednodusSe urcit jak distribu¢ni funkci, tak
také dalsi charakteristiky, o kterych bude pojednano nize. Pravdépodobnostni tabulka mtize
ale byt pochopitelné, pokud to povaha nahodné proménné dovoluje, nahrazena i usporné;j-
Sim zapisem. Prikladem mtiZe byt napriklad jizZ nékolikrat diskutovana francouzska ruleta (viz
sekce[I1.1.1), jejiz pravdépodobnostni tabulka muize byt nahrazena kompaktni rovnici
1

PIX=k =z, (k=012,...,36).

3.2 Deskriptivni charakteristiky

Na rozdil od distribuéni funkce a pravdépodobnostni tabulky, které obé davaji kompletni pre-
uloh z praxe, pripadné v popularnich pojednanich) jsou Ciselné reprezentace nahodné pro-
meénné. Tyto tzv. deskriptivni charakteristiky jsou typicky jednoc¢iselnymi idaji, které zhruba
vystihuji zakladni rysy zkoumaneého jevu. Z téch nejznameéjsi zde uvedme stredni hodnotu, roz-
ptyl (varianci), ¢i smérodatnou odchylku.

23
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3.2.1 Stredni hodnota nahodné proménné

Stredni hodnotu nahodné proménné definujeme vztahem

B(X) = ) x-PIX =1], (3.1)
x€E

pokud ovSem uvedena rada konverguje. To za urcitych okolnosti nemusi byt pravda. VSimnéte
si, ze suma prochazi vSechny prvky vybérového prostoru a jejich velikost nasobi (vazi) pri-
slusnou pravdépodobnosti. Vyssi vaha je tedy defini¢nim vztahem prisouzena tém hodnotam,
jejichz pravdépodobnost je vyssi. To tedy znaci, ze stredni hodnotou rozumime jakeési statisticke
tézisté daného jevu, tj. jedinou optimalné vyvazenou hodnotu, jiz 1ze nahradit velké mnozstvi
realizaci daného experimentu.

Uz na zacatku téchto uvah ale zminme, Zze jednou z vyraznych a neustale opakovanych chyb,
kterych se dopousti bézni civilisté, je zaménovani pojmu stredni hodnota s pojmem aritmeticky
prumeér. Hned na tomto misté si pojdme rici, Ze zatimco stredni hodnota je teoretickou hodno-
tou odvozenou analytickymi prostredky ze znalosti chovani nahodné proménné, tak k vycisleni
aritmetického praméru muze dojit az po praktickeé realizaci daného experimentu. Byva zvykem
téchto n zaznamenych vysledkti (oznac¢me je napiiklad x1,x», ..., x,) nazyvat statistickym vy-
bérem. Z tohoto vybéru lze pak snadno vy¢islit aritmeticky prameér prostrednictvim banalni

rovnosti
n
==Y
X == X
n
k=1

Teorie pravdépodobnosti ovSem nakonec prokaze (a my v téchto skriptech také) pevnou sou-
vislost obou diskutovanych pojmt. Pro velky pocet realizaci, tj. pro n rostouci nade vSechny
meze, konverguje totiz aritmeticky prumeér prave k teoretické stredni hodnoté.

3.2.2 Uloha - prumérna hodnota

je 40%, rodin se dvéma détmi je 30%, rodin s tremi détmi je 20% a rodin se ¢tyrmi détmi je 10%.
Urcete kolik déti ma priimérna rodina.

3.2.3 Momenty nahodné proménné

Kromé stiredni hodnoty charakterizuji analyzovanou nahodnou proménnou také tzv. statis-
tické momenty. Ty jsou zavadény vztahem

we = BOXF) = Z X PIX = x],
x€E

ktery je zobecnénim vztahu (3.1). Predpoklada se, Ze k je pfirozené ¢islo nebo nula. Pritom ale
pro k = 0 je bez ohledu na zvolenou nahodnou proménnou nulty moment roven vzdy jedné.
De facto se jedna o potvrzeni spravné normalizace pravdépodobnosti, tj prokazani rovnosti
Yxer PIX = x] = 1. Prvnim momentem je pak praveé stredni hodnota. O téchto typech momentt
se nékdy mluvi jako o momentech necentralnich.

Vedle nich existuji jeSté momenty centralni, které zkoumaji chovani odchylek (x — yl)k od
stfedni hodnoty u; = E(X). Ty jsou definovany vztahem

=) (- ) PIX =1,
x€E

pokud tedy rada na pravé strané konverguje.
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3.2.4 Uloha - vztahy centralnich a necentralnich momenta

Ukazte, ze ze znalosti momentu uy, yo, . .., g, mize byt dopocten centralni moment x,.

3.2.5 Rozptyl a smérodatna odchylka

Druhy centralni moment

p:= Y (=) PIX =1,
x€E
ma Vv teorii i praxi pravdépodobnosti naprosto zasadni postaveni. Kvantifikuje totiZ miru roz-
ptyleni jednotlivych realizaci nahodné proménné kolem prislusné stredni hodnoty. LiSi-li se
vysledky experimentu od stredni hodnoty jen nepatrné, je ropztyl maly a naopak. Dvé nahodné
proménneé se stejnou stredni hodnotou se totiz mohou exrémné odliSovat pravé hodnotou ro-
pztylu. Jednoduchou matematickou upravou lze (v analogii k predeslé uiloze) ukazat, ze

x3=) P PX=x]-2 ) x-PX=x]+wm) ) PIX=x]=

x€E x€E x€E

o + u? = E(X?) - EX(X).

Rozptyl nahodné proménné oznacujeme jednim ze symbolta D(X), pripadné VAR(X). My se v
téchto skriptech pridrzime prvniho ze symbolti. Zkratka druhého ze symboltl je odvozena z ang-
lického prekladu slova ropztyl, tj. variance. Odmocninu z rozptylu pak nazyvame smérodatnou
odchylkou nahodné proménné (anglicky: standard deviation) a znac¢ime SD(X) = /D(X).

3.2.6 Uloha - stanoveni stfedni hodnoty a rozptylu

Pro nahodnou promeénnou, jejiz pravdépodobnostni popis je zadan tabulkou

Elementarni jev Jeho pravdépodobnost
B = {1 PIB1] = 55
B, = (2] PIB2] = 15
Bs = (3} PIBs] = 17
= (4} PB4l = 15
= 15) PIBs] =
= 6] PIBs] = §;

vypocitejte stfedni hodnotu a rozptyl.

3.3 Frekventovana diskrétni rozdéleni

V této sekci predstavime nékolik diskrétnich rozdéeleni, ktera se velice casto objevuji v empiric-
kych ¢i experimentalnich systémech.
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3.3.1 Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni

Jednim z nejjednodussich a vSeobecné znamych rozdéleni je alternativni (Bernoulliho) roz-
déleni. Typickym piikladem jevu, ktery se tidi timto rozdélenim, je hazeni minci. Pravdépo-
dobnost kazdého ze dvou moznych vysledki (panna, orel) je totiz konstantni pti kazdém hodu
a parametrem g je pak popsan napriklad vysledek P[X = p], tj. P[X = p] = g, z cehoz ihned
plyne, ze P[X = o] = 1 — 4. Dalsimi priklady bernoulliovsky rozdélenych nahodnych veli¢in jsou
testy, zda je konkrétni vyrobek vadny ¢i ne, odpovéd ¢lovéka na otazku, zda souhlasi s urcitym
tvrzenim (ano/ne), pripadnée test, zda je dany pacient zdravy ¢i nemocny.

Ridi-li se nahodna proménna X timto rozdélenim, zapisujeme to symbolicky takto: X ~ A(g),
kde g € (0,1) je parametr rozdéleni. Tabulkova podoba rozdéleni je nasledujici:

Elementarni jev Jeho pravdépodobnost
X=0 PX=0]=1-g

pricemz hodnoty O, 1 mohou zastupovat i neciselné hodnoty, tj. napriklad O = zdravy, 1 =
nemocny. Neni tézké ukazat, ze

E(X) =4, D(X) =4q(1 - g).

3.3.2 Uloha - distribuéni funkce alternativniho rozdéleni

Vykreslete distribucni funkci alternativniho rozdéleni s parametrem q = 0.25.

3.3.3 Binomické rozdéleni

Pravé probrané rozdeéleni je vlastné specialnim pripadem binomického rozdéleni, které po-
pisuje cetnost vyskytu nahodného jevu v n na sobé nezavislych pokusech, béhem nichz ma
dany jev v case neménnou pravdépodobnost. Tato cetnost (chapana jako diskrétni nahodna
velicina) tedy muze nabyvat celoc¢iselnych hodnot od nuly po 1, coz znaci, ze prislusnym vy-
bérovym prostorem je mnozina E = {0,1,2,3,...,n}. Neni tézké odvodit, ze pravdépodobnost, ze
dany jev nastane prave x—krat z n pokust tj. ze X = x, je popsana vztahem

PIX =x] = (Z)q"(l -9

Tento vztah plyne z faktu, Ze moznosti, kterak vybrat xtici uspéSnych pokusti z » moznych,
je pravé (}), a ze ma-li byt x nezavislych pokust tispésnych, pak musi byt pravé n — x pokusu
neuspésnych. A pravdépodobnosti nezavislych jeva se, jak znamo, nasobi. PovSimnéte si, ze
posledni vztah je korektné normalizovan, protoze

n

Y PIX=x1=)" (Z)ﬂ/x(l )T =@+l-g" =1

x€E x=0

To, ze je proménna X binomicky rozdélena, zapisujeme symbolem X ~ Bi(n,q), kde g € (0,1) a
n € N jsou parametry rozdeéleni.
Stredni hodnotu binomického rozdéleni lze pak urcit nasledujicim vypoctem:

n

n X n—-x __ - n! X n—x
E(X) = Zx(x)q 1-g"" = XZ:; G- = Q-9

x=0
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E<X>—an ,(n . A=y = ng(q + 1= g =

3.3.4 Uloha - rozptyl binomického rozdéleni

Analogickou cestou, ktera byla predvedena v poslednim odvozeni, vypocitejte druhy moment
binomického rozdéleni a z né€j ukazte, ze pro hodnotu rozptylu plati D(X) = ng(1 - g).

3.3.5 Uniformni rozdéleni

Vétsina startovnich uloh na diskrétni pravdépodobnost pracuje, aniz by si to mozna jejich resi-
tel explicitné uvédomoval, s rozdélenimi, kdy maji vSechny elementarni jevy totoznou pravdépo-
dobnost. Hovofime o rovhomérné (uniformné) rozdélené nahodné proménné. Sem spadaji
hody kostkou ¢i minci, ruleta, losovani ¢isel sportky a podobné. Obecné feceno se jedna o
pripady, kdy je vybérovy prostor konecny, tj. E ={1,2,3,...,m}, a pravdépodobnostni tabulka je
nahrazena jedinym vztahem, a sice

PX=x]=—, x=1,2,3,...,m
m

Stredni hodnotou takto rozdélené nahodné promeénné je hodnota

- 1 v 1m m+1
E(X) =) x- [X:x]:aZx:E5(1+m): 5

x=1 x=1

odpovidajici stiedu intervalu (1,m). A protoze Y, k> = %m(m + 1)(2m + 1), ma druhy moment
velikost

(m+1(2m+1)
6 7

=

E(X2):Zx2 PIX = x] = %Z 2:——m(m+1)(2m+1)

x=1 x=

odkud pak dostavame, ze rozptylem rovnomeérné rozdélené nahodné proménné je hodnota

m2—1
D(X) = T

3.3.6 Uloha - pomocny vztah

Pokuste se pfimym vypoctem a poté i matematickou indukci prokazat platnost vztahti

Yk= m(m”) Zkz —m(m+1)(2m+1)

k=1

3.3.7 Geometrické rozdéleni

Jednim z Kklasickych prikladu diskrétniho rozdéleni je rozdéleni, které popisuje, kolik nezdart
musi nastat, nez se v sérii nezavislych Bernoulliho pokusti dostavi prvni tuspésny pokus. Tyto
pokusy, kde uspéch X = 1 nastava s pravdépodobnosti 4 a neuspéch X = 0 s pravdépodob-
nosti 1 — g, nam umoznuji odpovédét na otazky typu ,Kolikrat musite hodit minci, nez padne
panna?“ nebo ,Jaka je sance, ze hrac rulety osmkrat v radé€ vsadi na cervenou a stale je neu-
spesny?“ Tento typ rozdeleni nabizi nejen zajimaveé vypocty, ale také hlubsi pohled do strategie
hazardnich her.
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KAPITOLA 3. DISKRETNI NAHODNA PROMENNA A JEJI CHARAKTERISTIKY

V matematice o tomto rozdéleni hovofime jako o geometrickém rozdéleni s parametrem
g € (0, 1). Prislusnost nahodné proménné X k tomuto rozdéleni symbolicky zapisujeme vyrazem
X ~ Geo(q). Pravdépodobnostni funkce tohoto rozdéleni je tvaru

PX=x]=g91-9" x=0,1,2,....

Snadno nahlédneme, ze

Y PIX=x]= Zq(l N =0 (1 5=

x€E
kde jsem vyuzili vzorce
. 1
Y at=— (3.2)
1-a
n=0

pro soucet geometrické rady s kvocientem a € (-1,1). Stredni hodnotu tohoto rozdéleni pak
ziskame nasledujicim postupem. Nejprve pouzijeme rovnost

Z na'" (1 — a)2 , (3.3)

n=1

ktera vznikla derivaci vzorce (3.2). Jeji lehkou tpravou obdrzime vztah

1 (o)
WZZWZ‘F].)Q

odkud pak vidime, ze

¥ = - e
—a)2 “1-a (1-ap
To pak zuzitkujeme ve finalnim odvozeni tvaru stredni hodnoty
- 1-¢g 1-¢g
EX) = xq(1 —g)* = =
L0 =0 = e =

3.3.8 Uloha - rozptyl geometrického rozdéleni

Ukazte, ze rozptyl geometrického rozdéleni ma hodnotu D(X) = %.

3.3.9 Poissonovo rozdéleni

Mezi diskrétnimi rozdélenimi ma privilegované postaveni tzv. Poissonovo rozdéleni, jehoz
vyskyt v aplikacnich ulohach je velice casty. Toto rozdéleni totiz spravné modeluje pocet vyskytt
urcitych udalosti vdaném ¢asovém intervalu nebo v urcité podoblasti prostoru. To vSe ovSem za
predpokladu, ze se pozorovana udalost vyskytuje nahodné a nezavisle na ostatnich vyskytech,
coz znamena, ze vyskyt jedné udalosti neovlivihuje pravdépodobnost vyskytu dalsi udalosti.
Prikladem nahodnych proménnych, které se timto rozdélenim fidi, jsou ku prikladu:

e Pocet zakaznikti prichazejicich do obchodu za hodinu, pokud je intenzita prichodt rela-
tivné stabilni v case.

e Pocet dopravnich nehod na urcité krizovatce béhem jednoho dne.

28



3.3. FREKVENTOVANA DISKRETNI ROZDELENI

Pocet poruch zarizeni béhem urcitého casového useku (napriklad selhani komponent v
serverové mistnosti).

Pocet preklepti v urcitém mnozstvi textu, pokud preklepy vznikaji nahodneé.

Pocet telefonnich hovort prijatych na zakaznické lince za minutu.

Pocet mutaci v urcitém useku DNA za jednotku casu.

Poissonovo rozdéleni je tedy velmi uzitecné pro modelovani udalosti, které se vyskytuji ne-
zavisle a nahodne, ale s urcitou stabilni intenzitou v ¢ase nebo prostoru. Jeho kvantitativni

podoba je nasledujici:
X

A
PIX=x] = Fe—M, x=0,1,2,.... (3.4)

Poissonovsky rozdélenou nahodnou proménnou oznacujeme symbolem X ~ Poi(1), kde A > 0 je
parametr reprezentujici, jak bude patrno z vypoctu stiedni hodnoty, tzv. intenzitu procesu.
Spravnou normalizaci vztahu (3.4) 1ze jednoduse prokazat na zakladé znalosti Maclaurinova
rozvoje

o0

ai’l
ay _ n
e = E i yER
n=0

exponecialni funkce. Chceme-li vypocitat stredni hodnotu poissonovsky rozdélené nahodné
veliciny, 1ze to udélat takto:

[o0]

AX /\x—l
= Ae™ ™ Z =

(o) Ax
_ —Ax L M
E(X) = e Zxx! —e =
x=0 x=1

[e¢]

Am

_ -Ax _ —Ax Ax _

= Ae Zﬁ—)\e e = A
m=0

Pro druhy moment lze pak postupovat podobné. Konkrétné takto:

[oe]

A o A . A A
2y _ ,—Ax 270 _ oA — o Ax _ -Ax —
E(X%) =e Zx T o€ ;x(x—l)! e ;(x 1)(x_1)!+e ;(x—l)!

x=0 ’

[ee]

> PE: e /\x—Z Am
—-Ax 2 —Ax 2 —Ax
= EXX)=A EXX)=A — + E(X) =
¢ ;(x—z)!Jr() ¢ ;(x—Z)!+ 00 = A% ) S+ B

m=0

=A2+ A= A4 +1).
A proto je teoretickym rozptylem nahodné veliciny X ~ Poi(A) ¢islo D(X) = A.

3.3.10 Uloha - tfeti moment Poissonova rozdéleni

Vypocitejte treti moment Poissonova rozdéleni.
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