
Zápočtová práce č. 1 z předmětu 01ANB3 – verze A
29. října 2024, 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

Ê (4 body)
Nalezněte limitní funkci posloupnosti, jejímž n−tým členem je funkce

gn(x) = n2
(
1 − cos4(x/n) + sin4(x/n)

)
.

Ë (9 bodů)
Nalezněte hodnotu limity

lim
x→+∞

∞∑
n=0

(−1)n n2

(n + 1)!
xn+1.

Ì (7 bodů)
Vyšetřete obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

n!
(4n − 1)!!!!

xn

2n − 1
.

Í (6 bodů)
Nalezněte řešení Cauchyovy úlohy L̂(y(x)) = q(x), y(0) = −5, y′(0) = −3, y′′(0) = 5, víte-li, že

• [x2, ex]λ ⊂⊂ Ω0;

• [ex, xe−2x]λ ⊂⊂ Ω0;

• 3x ∈ Ωq.

Î (9 bodů)
Lze nebo nelze Weierstrassovým kritériem rozhodnout o stejnoměrné konvergenci řady

∞∑
n=1

(−1)n+1 (x2 − 1)2n

√
n · 9n

na intervalu I = (−1, 2)?

Ï (5 bodů)
Konverguje Maclaurinova řada funkce g(x) = x(1 − 2x)−1 na svém oboru konvergence stejnoměrně?



ex =

∞∑
n=0

xn

n!
& O = (−∞,+∞)

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn

n
& O = (−1, 1〉

sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

arctg(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arcsin(x) = x +

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arccos(x) =
π

2
− x −

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

sinh(x) =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cosh(x) =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

(1 + x)β =

∞∑
n=0

(
β

n

)
xn & O =


(−∞,+∞)
〈−1, 1〉
(−1, 1〉
(−1, 1)

pro
pro
pro
pro

β ∈ N0

β ∈ (0,+∞) \ N
β ∈ (−1, 0)
β 6 −1



Zápočtová práce č. 1 z předmětu 01ANB3 – verze B
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V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

Ê (10 bodů)
Zjistěte, pro které nezáporné x je součet řady

∞∑
n=0

(−1)n (n + 1)2

n!
xn

nejmenší. A jaká je tato nejmenší hodnota?

Ë (7 bodů)
Vyšetřete obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

(−1)n+1 (n + 1)!
(4n + 1)!!!! · (3n − 1)

xn.

Ì (6 bodů)
Nalezněte řešení Cauchyovy úlohy L̂(y(x)) = q(x), y(0) = 8, y′(0) = −2, y′′(0) = −3, víte-li, že

• [x2, e−x, x2 + e−x]λ ⊂⊂ Ω0;

• 3 cos(2x) ∈ Ωq.

• [4x2, xe2x]λ ⊂⊂ Ω0;

Í (9 bodů)
Rozhodněte, zda na intervalu (−1, 1) platí rovnost

∞∑
n=1

(
(−1)n

n

√
x2 + n

)′
=

 ∞∑
n=1

(−1)n

n

√
x2 + n

′ .
Podrobně zdůvodněte!

Î (4 body)
Nalezněte limitní funkci posloupnosti, jejímž n−tým členem je funkce

fn(x) = n2
(
1 − cos4(x/n) + sin4(x/n)

)
.

Ï (4 body)
Jaký tvar a jaký obor konvergence má Maclaurinova řada funkce h(x) = ln(1 + 3x) ?



ex =

∞∑
n=0

xn

n!
& O = (−∞,+∞)

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn

n
& O = (−1, 1〉

sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

arctg(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arcsin(x) = x +

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arccos(x) =
π

2
− x −

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

sinh(x) =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cosh(x) =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

(1 + x)β =

∞∑
n=0

(
β

n

)
xn & O =


(−∞,+∞)
〈−1, 1〉
(−1, 1〉
(−1, 1)

pro
pro
pro
pro

β ∈ N0

β ∈ (0,+∞) \ N
β ∈ (−1, 0)
β 6 −1



Zápočtová práce č. 1 z předmětu 01ANB3 – verze C
2. prosince 2024, 10:00 — 11:40

Ê (8 bodů)
Rozhodněte, zda konverguje posloupnost (

x2(n + 1)2

x4 + n4

)∞
n=1

na intervalu 〈0,+∞) stejnoměrně.

Ë (8 bodů)
Vyšetřete stejnoměrnou konvergenci řady funkcí

∞∑
n=1

(−1)n+1 x
x2 + n2

na množině 〈0,+∞).

Ì (4 body)
Sestavte diferenciální rovnici, pro níž

Ωq =
[
x2, x4, x−2

]
λ

+ x + 3.

Í (7 bodů)
Najděte obor konvergence mocninné řady

∞∑
n=1

n!
4n(2n + 3)!!

(x − 3)2n+1.

Î (9 bodů)
Nalezněte mocninnou řadu reprezentující hodnotu integrálu∫ x

0

1√
1 + y4

dy

a určete její obor konvergence. Výsledek zapište do tvaru s vícenásobnými faktoriály.

Ï (4 body)
Nalezněte limitní funkci posloupnosti, jejímž n−tým členem je funkce

gn(x) =
(n cos(x))4

(n + 1)2(n + 2)2 − n2
(
e−

sin2(x)
n − 1

)2
.



ex =

∞∑
n=0

xn

n!
& O = (−∞,+∞)

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn

n
& O = (−1, 1〉

sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

arctg(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arcsin(x) = x +

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

arccos(x) =
π

2
− x −

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n + 1
& O = 〈−1, 1〉

sinh(x) =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n + 1)!
& O = (−∞,+∞)

cosh(x) =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
& O = (−∞,+∞)

(1 + x)β =

∞∑
n=0

(
β

n

)
xn & O =


(−∞,+∞)
〈−1, 1〉
(−1, 1〉
(−1, 1)

pro
pro
pro
pro

β ∈ N0

β ∈ (0,+∞) \ N
β ∈ (−1, 0)
β 6 −1



Zápočtová práce č. 2 z předmětu 01ANB3 – verze A
25. listopadu 2024, 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

Ê (8 bodů)
Rozhodněte, zda funkční řada

∞∑
n=1

3n · n · n!
(3n + 1)!!!

√
x

x5 + 4n5

konverguje stejnoměrně na množině G = (0,+∞).

Ë (6 bodů)
Nakreslete (co nejpřesněji) formální řešení rovnice

x + (y − 4)y′ = 3

procházející bodem (x0, y0) = (6, 8). O jaký útvar se jedná a jaké jsou jeho parametry?

Ì (9 bodů)
Řešte rovnici

y′′′ + 6y′′ + 9y′ = 18x + 9e−3x

Í (9 bodů)
Řešte obyčejnou diferenciální rovnici

9y
x3 −

9y′

x2 + y′′′ +
2y′′

x
= 7x

Î (8 bodů)
Nalezněte formální řešení diferenciální rovnice

2x(2y + x)y′ = 2y2 − x2

vyhovující podmínce y(2) = 0.



Zápočtová práce č. 2 z předmětu 01ANB3 – verze B
25. listopadu 2024, 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

Ê (8 bodů)
Rozhodněte, zda funkční řada

∞∑
n=1

(2n)!!
√

n · (2n + 1)!!

( x
16n3 + x3

)1/4

konverguje stejnoměrně na množině G = (0,+∞).

Ë (7 bodů)
Najděte řešení Cauchyovy úlohy

y(4) + 2y(3) + 2y′′ + 2y′ + y = 0,

kde y(0) = −2, y′(0) = 2, y′′(0) = 0 a y′′′(0) = 6.

Ì (9 bodů)
Řešte rovnici

y′′ + 8y′ + 16y =
x + 1

x
e−4x

Í (9 bodů)
Řešte obyčejnou diferenciální rovnici

4y
x3 −

4y′

x2 + y′′′ +
2y′′

x
= 21x2

Î (7 bodů)
Nalezněte formální řešení diferenciální rovnice

3y + y′(3x + 10y + 1) = −x − 1

vyhovující podmínce y(−12) = 5.



Zápočtová práce č. 2 z předmětu 01ANB3 – verze C
2. prosince 2024, 10:00 — 11:40

V záhlaví vyplňte své jméno a jméno cvičícího!

Ê (5 bodů)
Sestavte diferenciální rovnici, pro níž

Ωq =
[
x2, x4, x−2

]
λ

+ x + 3.

Jakého typu tato rovnice je?

Ë (9 bodů)
Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci řady

∞∑
n=1

x2(n + 1)2

x4 + n4

na intervalu 〈0,∞).

Ì (8 bodů)
Řešte Cauchyovu úlohu pro diferenciální rovnici

y′′′ − y′′ − 9y′ + 9y = 24e−3x,

y(0) = 8 & y′(0) = −7 & y′′(0) = 34.

Í (7 bodů)
Nalezněte formální řešení diferenciální rovnice

y′ =
2x + y − 1
4y − x + 2

procházející bodem (x0, y0) = (−1
3 ,

2
3 )?

Î (11 bodů)
Vyřešte diferenciální rovnici

x2(1 − x2)y′′ + x(4x2 − 5)y′ + (8 − 6x2)y = 0,

víte-li, že jejím řešením je partikulární řešení rovnice

y′ −
y
x

= x.



6Jméno�a�p�íjmení 1 2 3 4 5

CELKEMKatedra�matematiky�Fakulty�jaderné�a�fyzikáln��in�enýrské��VUT�v�Praze

Zápočtová práce č. 2 z předmětu 01ANB3 – verze D
9. ledna 2025, 9:00 — 10:40

Ê (9 bodů)
Řešte diferenciální rovnici

x3y′′′ −
(
5x3 + 6x2)y′′ + (

6x3 + 20x2 + 18x
)
y′ −

(
12x2 + 30x + 24

)
y = −4x5e2x,

víte-li, že v jejím fundamentálním systému leží funkce h(x) = x2 a všechny její násobky

Ë (8 bodů)
Vyšetřete stejnoměrnou konvergenci řady

∞∑
n=1

(−1)n (2n)!!
(2n + 1)!!

n2

n2 + x2

na množině všech reálných čísel.

Ì (8 bodů)
Nalezněte formální řešení diferenciální rovnice

2y′ + 3
y + 6x
y + 3x

=
y
x

vyhovující podmínce y
(2

3

)
= −2.

Í (8 bodů)
Řešte Cauchyovu úlohu

x3y′′′ + 5x2y′′ − xy′ − 8y = 0,
(
y(1), y′(1), y′′(1)

)
= (−1, 11,−19).

Î (7 bodů)
Řešte diferenciální rovnici

y′x3 + yx2 − 2x(x2y − 1) + 1 = 0.



6Jméno�a�p�íjmení 1 2 3 4 5

CELKEMKatedra�matematiky�Fakulty�jaderné�a�fyzikáln��in�enýrské��VUT�v�Praze

Zápočtová práce č. 3 z předmětu 01ANB3 – verze A
7. ledna 2025, 10:00 — 11:40

Ê (8 bodů)
Na vektorovém prostoru C(〈−1, 2〉) je zadán standardní skalární součin. Zapište jeho tvar. Poté určete, která
z funkcí

ga(x) = −3x2 + x + a, a ∈ R,

je nejblíže k funkci f (x) = x.

Ë (6 bodů)
Pro funkci

g(x, y) =

 6xy2

x2+9y4 pro (x, y) , (0, 0),
0 pro (x, y) = (0, 0),

nalezněte posloupnost (~an)∞n=1, pro kterou zároveň platí: limn→∞ ~an = (0, 0) a limn→∞ g(~an) = −1.

Ì (6 bodů)
Necht’ je v Hilbertově prostoru R2 zadán skalární součin předpisem

~xᵀ
(

4 −3
−3 3

)
~y.

Jaký úhel (ve stupních) svírají vektory ~u = (3, 4) a ~v = (0,−1)?

Í (9 bodů)
Prověřte, zda má funkce

f (x, y) =

3x − 4y3

x2+y2 + y + 5 pro (x, y) , (0, 0),
5 pro (x, y) = (0, 0),

totální diferenciál v bodě (0, 0). Své tvrzení podrobně komentujte!

Î (7 bodů)
V prostoru R2 s metrikou

%(~a, ~b) = |a1 − b1| + d|a2 − b2|e

je dána množina A = {(x, y) ∈ R2 : 4|x| + |y| 6 8}. Má tato množina nějaké izolované body? Pokud ano, tak
jaké? Vysvětlete, jak je izolovaný bod definován.

Ï (4 body)
Necht’ je na vektorovém prostoru R2 zadána norma předpisem ‖~x‖ := 2|x1| + 3|x2|. Necht’ %(~x, ~y) je me-
trika generovaná touto normou. Do obrázku (na druhé straně tohoto zadání) detailně načrtněte tvar okolí
U12(1, 2).
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CELKEMKatedra�matematiky�Fakulty�jaderné�a�fyzikáln��in�enýrské��VUT�v�Praze

Zápočtová práce č. 3 z předmětu 01ANB3 – verze B
9. ledna 2025, 9:00 — 10:40

Ê (7 bodů)
Stoupá graf funkce

g(x, y) =

 11y3

8x2+8y2 pro (x, y) , (0, 0),
0 pro (x, y) = (0, 0),

ve směru ~s = (1, 2) v bodě (0, 0) strměji než 45◦?

Ë (5 bodů)
Necht’ je na prostoru R2 definována metrika %(~x, ~y) := d|x1 − y1|e + 2 · |x2 − y2|. Rozhodněte, která z
posloupností ~an = (1/n,−1/n), ~bn = (1/n, 0), ~cn = (0,−1/n) v tomto prostoru konverguje. Zdůvodněte.

Ì (7 bodů)
Necht’ je dána funkce

f (x, y) =


y(x−2)√

5y4+(x−2)4
− 6(x + y) + 12 . . . (x, y) , (2, 0),
√

2
3 . . . (x, y) = (2, 0).

Nalezněte všechny přímky, vzhledem k nimž je f (x, y) spojitá v bodě (2, 0).

Í (7 bodů)
Hilbertův prostor R3 je zadán skalárním součinem

(y1, y2, y3)

 4 β 0
α 1 α
0 γ 4


 x1

x2

x3

 .
Jaké hodnoty musejí mít parametry α, β a γ, aby vzdálenost bodů (2,−1, 0) a (1, 1,−1) byla rovna dvěma?

Î (7 bodů)
Necht’ je dána funkce

g(x, y) =
xy − 2x + y − 2

x2 + 2x + y2 − 4y + 5
.

Najděte bod její nespojitosti a poté sestrojte posloupnost bodů, která k tomuto bodu konverguje a pro kterou
konverguje posloupnost příslušných funkčních hodnot k číslu 4

17 . Nalezněte alespoň dvě řešení.

Ï (7 bodů)
Na funkcionálním Hilbertově prostoru je zadán skalární součin předpisem

〈
f |g

〉
:=

∫ ∞

0
f (x)g(x)e−x dx.

Vypočtěte úhel, který v tomto prostoru svírají funkce p(x) = 1 a q(x) = x.
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CELKEMKatedra�matematiky�Fakulty�jaderné�a�fyzikáln��in�enýrské��VUT�v�Praze

Opravná zápočtová práce z předmětu 01ANB3
30. ledna 2025, 9:00 — 10:40

Ê (8 bodů)
Zkonstruujte Taylorovu řadu funkce

g(x) =
1

3√x − 1
v bodě c = 2 a stanovte její obor konvergence. Výsledek upravte do tvaru s vícenásobnými faktoriály.

Ë (5 bodů)
Hilbertův prostor R3 je zadán skalárním součinem

(y1, y2, y3)

 4 β 0
γ α β
0 γ 4


 x1

x2

x3

 .
Jaké hodnoty musejí mít parametry α, β a γ, aby bod (2,−1, 2) byl hraničním bodem okolí U√8(1, 1, 1)?
Najděte všechny přípustné kombinace.

Ì (9 bodů)
Dvě diferenciální rovnice

xy′′′ + (3 − 6x)y′′ + 12(x − 1)y′ + (12 − 8x)y = 0,

y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0

mají nekonečně mnoho společných řešení. Vyřešte je.

Í (6 bodů)
Necht’ je dána nespojitá funkce

f (x, y) =


y(x−2)√

5y4+(x−2)4
− 6(x + y) + 12 . . . (x, y) , (2, 0),
√

2
3 . . . (x, y) = (2, 0).

Nalezněte všechny přímky, vzhledem k nimž je f (x, y) spojitá v bodě (2, 0).

Î (6 bodů)
Na množině R vyšetřete stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí(

2x + n4x3

1 + n4x2

)∞
n=1

Pro udělení zápočtu je nutno získat alespoň 17 bodů.


