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Zkoušková práce č. 1 z předmětu 01ANB3
14. ledna 2026, 13:00 — 14:40

➊ (8 bodů)
Řešte Cauchyovu úlohu:

y′′ − 5
y′

x
+ 5

y
x2 =

16
x
, y(1) = 8, y′(1) = −4.

➋ (4 body)
Definujte vlastní metriku na R2 tak, aby množina na zadní straně zadání byla okolím
bodu (3, 0) o poloměru ε = 12. Pro tuto metriku dále rozhodněte, je-li posloupnost

−→xn =

(
1 + n4

n4 ,
6n4 + 16

3n4

)
konvergentní.

➌ (8 bodů)
Vypočtěte ∫ ∞

0

∞∑
n=1

xe−n4 x2
dx.

Užijte faktu, že
∑∞

n=1
1
n4 =

π4

90 . Neopomeňte diskutovat oprávněnost všech operací.

➍ (4 body)
Určete obě signatury třídimenzionální kvadriky Q(x, y, z) = 2x(y + z + 2) = 0.

➎ (8 bodů)
Řešte rovnice

x2y′′ + (2x2 − 4x)y′ + (6 − 4x)y = 6e−2xx4, y′′′ = 0.

Užijte faktu, že operátory obou rovnic mají neprádný průnik svých jader.

➏ (8 bodů)
Rozhodněte, zda řada funkcí

∞∑
n=1

(3n)!!!
(3n + 1)!!!

x2

√
2x6 + n6

konverguje na R stejnoměrně. Podrobně komentujte!
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➊ (8 bodů)
V Hilbertově prostoru jistých funkcí definovaných na (0,+∞) je zadán skalární součin
prostřednictvím vztahu ∫ ∞

0
f (x)g(x)e−xdx.

Rozhodněte, zda posloupnost ( 1
n! xne−x)∞n=1 je v tomto prostoru konvergentní.

➋ (9 bodů)
Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci řady funkcí

∞∑
n=1

(3n)!!!
(3n + 2)!!!

x2

√
2x6 + n6

na množině R.

➌ (4 body)
Nechť je v Hilbertově prostoru R2 zadán skalární součin předpisem

x⃗⊺
(

4 −3
−3 3

)
y⃗.

Jaký úhel (ve stupních) svírají vektory u⃗ = (3, 4) a v⃗ = (0,−1)?

➍ (5 bodů)
Řešte diferenciální rovnici

y′′′ + 8y = 8.

➎ (7 bodů)
Rozhodněte, zda řada v níže uvedeném vztahu konverguje na ⟨0,+∞) stejnoměrně a poté
vypočítejte ∫ +∞

0

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(4n)!!!!
dx.

➏ (7 bodů)
Pro funkci

g(x, y) =

 y2 x2

(y2+x2)3/2 + 2x + 3y + 1 . . . (x, y) , (0, 0)
1 . . . (x, y) = (0, 0)

vypočítejte směrovou derivaci ve směru s⃗ = (1, 1) v bodě (0, 0) a hodnotu

⟨s⃗ | grad g(0, 0)⟩
∥s⃗∥

a diskutujte vztah mezi oběma výsledky. Jaký fakt z něho vyplývá?
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➊ (8 bodů)
Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci funkční řady

∞∑
n=1

(3n)n

(2n)!!
xn(1 − 2x)n

na množině M = ⟨0, 1
2⟩. Důkladně vysvětlete.

➋ (7 bodů)
Pro trojrozměrnou kvadratickou plochu

−3 + x2 + 2y − 4xy + 5y2 + 4z + 2xz + 2yz + 10z2 = 0

určete název, hlavní a vedlejší signaturu, normální tvar a střed.

➌ (8 bodů)
Nechť je dána funkce

f (x, y) =

 2y2(x−3)2
√

y2+(x−3)2
− x + 3y + 7 . . . (x, y) , (3, 0),

4 . . . (x, y) = (3, 0).

Nalezněte všechny přímky, vzhledem k nimž je tato funkce spojitá v bodě (3, 0). Dále
vypočítejte ∂ f

∂s⃗ (3, 0) pro s⃗ = (2, 1).

➍ (8 bodů)
Řešte obyčejnou diferenciální rovnici

xy′′ − (4x + 1)y′ + (4x + 2)y = 6x2e2x.

Užijte faktu, že vektorový prostor

V =
{
y(x) ∈ C3(R) : xy′′ − (4x + 1)y′ + (4x + 2)y = 0 ∧ y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0

}
má dimenzi jedna.

➎ (4 body)
Pro funkce f (x), g(x) z Hilbertova prostoru platí vztahy:〈

f |g
〉
= 3 − 3i, ∥ f ∥ = 2

√
2,

〈
g|g

〉
= 3.

Leží funkce g(x) v okolí funkce f (x) o poloměru ε =
√

5? A jaký svírají úhel?

➏ (5 bodů)
Najděte partikulární řešení rovnice y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 48e2x.
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➊ (7 bodů)
Sestavte Maclaurinovu řadu funkce

g(x, y) =
1√

x2 + 1 + 4y

a určete její definiční obor.

➋ (6 bodů)
V Hilbertově prostoru H = [x, x2, x3]λ je skalární součin zaveden předpisem∫ 1

−1
f (x)g(x) dx .

Nalezněte všechny funkce z prostoru H, které jsou současně kolmé k funkcím f (x) = x+ x3

a g(x) = x − x3 a jejich norma je rovna
√

10.

➌ (7 bodů)
Nalezněte maximální řešení diferenciální rovnice

y′′′ − 3y′ − 2y = 6e−x − 4xex.

➍ (7 bodů)
Rozhodněte, zda funkční řada

∞∑
n=1

3n · n · n!
(3n + 1)!!!

√
x

x5 + 4n5

konverguje stejnoměrně na množině G = (0,+∞).

➎ (9 bodů)
Nalezněte formální řešení diferenciální rovnice

y′

4
=

2 − x − y
19 + 4x + 13y

procházející bodem (x0, y0) = (7,−5). Určete, jakou křivku představuje a najděte její střed.

➏ (4 body)
Do obrázku na zadní straně vykreslete okolí bodu a⃗ = (0, 0) o poloměru ε = 9, je-li metrika
zadána předpisem

ϱ(x⃗, y⃗) = |x1 − y1| + 3⌈|x2 − y2|⌉.



➏ (4 body)
Do přiloženého obrázku vykreslete okolí bodu a⃗ = (0, 0) o poloměru ε = 9, je-li metrika
zadána předpisem

ϱ(x⃗, y⃗) = |x1 − y1| + 3⌈|x2 − y2|⌉.

Nezapomeňte popsat měřítko na obou osách a zřetelně odlišit, kde je hranice hledaného
okolí otevřená a kde uzavřená.
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➊ (6 bodů)
Nechť a > 0 je zvoleno libovolně. Na funkcionálním Hilbertově prostoru je zadán skalární
součin předpisem 〈

f |g
〉

:=
∫ ∞

0
x2 f (x)g(x)e−ax dx.

Vypočtěte úhel, který v tomto prostoru svírají funkce h(x) = −4 a ℓ(x) = x. Lze užít vztahu∫ +∞

0
yme−ay dy =

m!
am+1 .

➋ (10 bodů)
Formální řešení diferenciální rovnice

y′ =
2y(x + 2y)
x2 − 8y2 , y(−2) = 1

reprezentuje jistou kuželosečku. Zjistěte jakou a určete její střed, pokud ho má. Lineární
řešení nehledejte.

➌ (7 bodů)
Pro která µ ∈ R je kvadratická forma

(x1, x2, x3)

µ 3 3
3 µ 3
3 3 µ


 x1

x2

x3


semidefinitní? Stanovte, zda pozitivně či negativně. Numerické chyby v tomto příkladě se
netolerují!

➍ (3 body)
V jakém tvaru budete předpokládat partikulární řešení rovnice

y′′′ + y′′ − y′ − y = 7x3e−x ?

➎ (9 bodů)
Sestavte Taylorovu řadu funkce

f (x) =
1

4√7 + x
v bodě x = 9. Výsledek upravte do tvaru s vícenásobnými faktoriály. Určete také obor
konvergence vypočtené řady.

➏ (5 bodů)
Najděte součtovou funkci řady

∑∞
n=1 nx2n a její definiční obor.
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➊ (7 bodů)
Pro kvadratickou plochu

4x2 − 4xy − 12xz + 12x + y2 + 6yz − 6y + 9z2 − 18z + 8 = 0

nalezněte obě signatury. O jakou kvadriku se jedná (určete název)?

➋ (9 bodů)
Nechť c je libovolné kladné číslo. Rozhodněte, zda je možno derivovat řadu funkcí

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
√

x2 + 8n2

na intervalu (−c, c) člen po členu. Korektně a detailně zdůvodněte!

➌ (4 body)
Dokažte, že Hilbertově prostoru s obecným skalárním součinem platí implikace

limnorm
n→∞

x⃗n = a⃗ ∧ limnorm
n→∞

y⃗n = b⃗ =⇒ limnorm
n→∞

(x⃗n + y⃗n) = a⃗ + b⃗.

Podrobně okomentujte! Symbol limnormn→∞ představuje limitu podle normy.

➍ (9 bodů)
Formálním řešením úlohy

2y′ =
y
x
− 3 −

9x
3x + y

, y (−2) = 12

je elipsa. Nalezněte její střed.

➎ (5 bodů)
Pro jaké β ∈ R platí výrok

x2 − xβ ∈ bd
(
U1/3(x2)

)
?

Úlohu řešte na Hilbertově prostoru se standardním skalárním součinem ⟨ f |g⟩ =
∫ 1

0
f (x)g(x) dx.

➏ (6 bodů)
Nechť je dána funkce

f (x, y) =

 2y2(x−3)2
√

y2+(x−3)2
− x + 3y + 7 . . . (x, y) , (3, 0),

4 . . . (x, y) = (3, 0),

Nalezněte všechny přímky, vzhledem k nimž je tato funkce spojitá v bodě (3, 0). Dále
vypočítejte ∂ f

∂s⃗ (3, 0) pro s⃗ = (2, 1).
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➊ (7 bodů)
V závislosti na hodnotě parametru α rozhodněte o typu kvadriky

−4xy + 6xz − 10x + 5y2 − 4yz + 18y + z2 − 12z = α.

➋ (9 bodů)
Řešte Cauchyovu úlohu pro diferenciální rovnici

y′′′ −
2
x2 y′ +

4
x3 y = 0,

y(1) = −1, y′(1) = −1, y′′(1) = 1.

➌ (5 bodů)
Nalezněte čísla a, b ∈ R tak, aby funkce g(x) = ax+b byla v prehilbertově prostoru C(⟨−1, 2⟩)
kolmá k funkci h(x) = −x a měla normu rovnou devíti. Skalární součin je zaveden před-
pisem

⟨y(x)|z(x)⟩ :=
∫ 2

−1
y(x)z(x) dx.

➍ (9 bodů)
Vyšetřete stejnoměrnou konvergenci řady

∞∑
m=1

√
mx · (3m − 1)!!!

3m(12m2 + x2) m!

na množině A = (0,+∞).

➎ (5 bodů)
Nalezněte množinu, vzhledem k níž je funkce

g(x, y) =
{

x + 2 + 125x6

(9x4+y2)3/2 pro (x, y) , (0, 0),
3 pro (x, y) = (0, 0),

v bodě (0, 0) spojitá.

➏ (5 bodů) — Tuto úlohu řešte na zadní straně tohoto zadání!
Jsou v metrickém prostoru R2 s metrikou

ϱ(⃗z, y⃗) = 5|z1 − y1| + 2|z2 − y2|

množiny U10(0, 0) a U10(4, 0) oddělené nebo ne? Obě množiny načrtněte do obrázku na
zadní straně zadání a své tvrzení podrobně vysvětlete!
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➊ (6 bodů)
Nalezněte α ∈ R tak, aby v Hilbertově prostoru [1, x, x2, . . . , x7]λ se skalárním součinem

⟨ f |g⟩ =
∫ 1

0
xα f (x)g(x) dx

svíraly funkce x a x2 úhel 30◦.

➋ (9 bodů)
Nalezněte formální řešení diferenciální rovnice

2y′ =
y
x
−

y + x
2y + x

vyhovující podmínce y(2) = 0. Detailně diskutujte, co vypočtené formální řešení předsta-
vuje a pečlivě ho načrtněte (včetně jeho průsečíků se souřadnými osami).

➌ (5 bodů)
Funkce

f (x, y) =

 3(y+2)2 x4

(y+2)4+5x8 pro (x, y) , (0,−2),
4
7 pro (x, y) = (0,−2),

je spojitá v bodě (0,−2) vzhledem k jistým množinám Mαβ =
{
(x, y) ∈ R2 : y = αx2+β

}
. Najděte

všechna taková α, β ∈ R.

➍ (4 body)
Vykreslete (co nejpřesněji) okolí bodu (1, 3) o poloměru 4 v Hilbertově prostoru R2, kde je
skalární součin zadán maticí (

4 0
0 16

)
.

➎ (8 bodů)
Ukažte, že Weierstrassovým kritériem nelze rozhodnout o stejnoměrné konvergenci funk-
cionální řady

∞∑
n=1

(−1)n n
(n + x)2

na množině M = (0,∞). Pro finální rozhodnutí o typu konvergence užijte Abelovo krité-
rium. Pozor: Aplikace jiného kritéria se považuje za nesplnění zadání!

➏ (8 bodů)
Ve fundamentálním systému diferenciální rovnice

xy′′ + 2y′ − 4xy = 32xe2x

leží funkce e2x

x . Vyřešte tuto rovnici.


