Katedra matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze

Jméno a pfijmeni @ 86 6 0 6 O

J

Zkouskova prace ¢. 1 z predmétu 01ANB3
14. ledna 2026, 13:00 — 14:40

@ (8 bodty

Reste Cauchyovu ulohu:

74 ’ 16 ’
Y =5 452 = = y(1) =8, y'(1) = -4,
X X X

A (4 vody)

Definujte vlastni metriku na R? tak, aby mnozina na zadni strané zadani byla okolim
bodu (3,0) o poloméru ¢ = 12. Pro tuto metriku dale rozhodneéte, je-li posloupnost

N (1+n4 6n4+16)

Xy = ,
" n* 3n#
konvergentni.

© (8 bod)
Vypoctéte

co 00
4.2
f er” dx.
0 n=1

Uzijte faktu, ze ), n1—4 = % Neopomente diskutovat opravnénost vsech operaci.

6 (4 body)
Urcete obé signatury tfidimenzionalni kvadriky Q(x,y,z) = 2x(y + z + 2) = 0.

@ (8 boduy)
Reste rovnice
K2y + (2x* = 4x)y + (6 — 4x)y = 6e >x*, ¥ =0.

Uzijte faktu, ze operatory obou rovnic maji nepradny pruanik svych jader.

® (8 bodwy

Rozhodnéte, zda rada funkci

(9]

@GB! x?

= (3n+ DI A6 4 b

konverguje na R stejnomeérné. Podrobné komentujte!
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Zkouskova prace ¢. 2 z predmétu 01ANB3
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@ (8 body

V Hilbertové prostoru jistych funkci definovanych na (0, +o) je zadan skalarni soucin

prostrednictvim vztahu

f(; f(x)g(x)e "dx.

Rozhodnéte, zda posloupnost (%x”e"“);":1 je v tomto prostoru konvergentni.

@ (9 bodu)

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci rady funkci

[e9)

B! x?

= (3n+ )M ADx6 4+ b

na mnoziné R.

9 (4 body)
Necht je v Hilbertové prostoru R? zadan skalarni soucin predpisem
4-3
7 (_3 3) 5
Jaky uhel (ve stupnich) sviraji vektory i = (3,4) a v = (0,-1)?
O (5 bodw)
Reste diferencialni rovnici
y" +8y=8.
O (7 boaw)
Rozhodnéte, zda fada v nize uvedeném vztahu konverguje na (0, +o0) stejnomeérné a poté
vypocitejte
+oo &0 x2n+1
—1)'———dx.
fo Zf( V&
® (7 bodw)
Pro funkci

2,2

ayr t2x+3y+ 1. (xy) #(0,0)
1 - (6, ) = (0,0)

vypocitejte smérovou derivaci ve sméru 5= (1,1) v bodé (0,0) a hodnotu

(8] grad g(0,0))
151l

a diskutujte vztah mezi obéma vysledky. Jaky fakt z ného vyplyva?

g(x,y) = {
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27. ledna 2026, 13:00 — 14:40

© (8 bodn)
Rozhodneéte o stejnomérné konvergenci funkéni rady
o (3n)"
X1 —=2x)"
= (2n)!!

na mnozine M = (0, %). Dtikladneé vysvétlete.

@ (7 bodry

Pro trojrozmérnou kvadratickou plochu
B4 42y —4dxy+ 5y +4z+2x7+ 22+ 102 =0
urcete nazev, hlavni a vedlejsi signaturu, normalni tvar a stred.

© (8 body)

Necht je dana funkce

2% (x=3)*

f<xy>={m—“@”--wwi(&m,

4 ... (x,y) =(3,0).

Naleznéte vSechny primky, vzhledem k nimz je tato funkce spojita v bodé (3,0). Dale

vypocitejte %(3,0) pro §= (2, 1).

@ (8 bodty)

Reste obycejnou diferencialni rovnici
xy” — (4x + 1)y’ + (4x + 2)y = 6x%e*".

Uzijte faktu, ze vektorovy prostor

V={yx) e C’(R) : Xy —@x+ 1)y +@x+2)y=0Ay"—4" +4y =0}

ma dimenzi jedna.

® 4 body)
Pro funkce f(x), g(x) z Hilbertova prostoru plati vztahy:

(fley =3-31, Ifll=2V2, (glg)=3.

Lezi funkce g(x) v okoli funkce f(x) o poloméru & = V5? A jaky sviraji thel?

® (5 boan)

Najdéte partikularni feSeni rovnice y”’ — 4y” + 4y’ = 48e*".
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@ (7 bodry

Sestavte Maclaurinovu radu funkce

glx,y) =

1
N s

a urcete jeji definicni obor.

@ 6 bodty

V Hilbertové prostoru H = [x, x%, x’]; je skalarni soucin zaveden predpisem

1
f 1 f(x)g(x)dx.

Naleznéte vSechny funkce z prostoru H, které jsou soucasné kolmé k funkcim f(x) = x+x°
a g(x) = x — x° a jejich norma je rovna V10.

© (7 bodun)
Naleznéte maximalni feSeni diferencialni rovnice
Y7 =3y -2y =6e" —4xe’.

@ (7 bodwy

Rozhodnéte, zda funkéni rada

0 3n.n.n! JT
=1 Gn+ DM Y x> +4n?

konverguje stejnomérné na mnoziné G = (0, +o).

@ (9 bodwy

Naleznéte formalni feSeni diferencialni rovnice

/

y 2-x-y

4 19+4x+ 13y
prochazejici bodem (xo,yo) = (7, -5). UrcCete, jakou krivku predstavuje a najdéte jeji stred.

® 4 body)
Do obrazku na zadni strane vykreslete okoli bodu d = (0,0) o poloméru ¢ = 9, je-li metrika
zadana predpisem

o(X, ) = lx1 = yil + 3[|x2 — yal1.



® (4 body)
Do prilozeného obrazku vykreslete okoli bodu d = (0,0) o poloméru ¢ = 9, je-li metrika
zadana predpisem

(%, ¥) = x1 = yil + 3[|x2 = y2l1.

Nezapomente popsat méritko na obou osach a zretelné odlisit, kde je hranice hledaného
okoli oteviena a kde uzavrena.
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© (6 bodn)
Necht a > 0 je zvoleno libovolné. Na funkcionalnim Hilbertové prostoru je zadan skalarni
soucin predpisem

(flg) = fo X’ f(x)g(x)e ™ dx.

Vypocteéte uhel, ktery v tomto prostoru sviraji funkce A(x) = —4 a €(x) = x. Lze uzit vztahu

* m!
m . —ay :7 N
L y e d a +1 )

@ (10 bodw)
Formalni feSeni diferencialni rovnice
2y(x + 2y)
=2 = - =1
28y ¥(=2)

reprezentuje jistou kuzelosecku. Zjistéte jakou a urcete jeji stred, pokud ho ma. Linearni
reseni nehledejte.

® (7 bodw)
Pro ktera u € R je kvadraticka forma

u33\x
(x1, %0, x3) [ 3 3 [ x2
3 3/1 X3

semidefinitni? Stanovte, zda pozitivné ¢i negativné. Numerické chyby v tomto prikladé se
netoleruji!

O (3 body)
V jakém tvaru budete predpokladat partikularni reSeni rovnice
y/// +y// _y/ —y= 7x3e—x 2

@ 9 bodw)

Sestavte Taylorovu radu funkce

1
A

v bodé x = 9. Vysledek upravte do tvaru s vicenasobnymi faktorialy. Urcete také obor
konvergence vypoctené rady.

® (5 body

Najdéte souctovou funkci fady Y, nx*" a jeji defini¢ni obor.
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© (7 bodw)
Pro kvadratickou plochu

4x* —4xy — 12x7+ 12x+y* + 6yz — 6y + 92> — 182+ 8 =0
naleznéte obé signatury. O jakou kvadriku se jedna (urcete nazev)?

@ 9 bodw)

Necht ¢ je libovolné kladné ¢islo. Rozhodnéte, zda je mozno derivovat radu funkci

i(_l)rHl 1
| VX2 + 8n?
na intervalu (—c,c) Clen po ¢lenu. Korektné a detailné zdtvodneéte!

® 4 body)

Dokazte, ze Hilbertové prostoru s obecnym skalarnim soucinem plati implikace

. . g . e
limmormx, =d A limnormy,=»b =— limnorm(X, +¥,) =d+ b.
n—-oo

n—oo n—oo

Podrobné okomentujte! Symbol limnorm,_,., pfedstavuje limitu podle normy.

@ © bodw)

Formalnim resenim ulohy

je elipsa. Naleznéte jeji stred.

O (5 bodu)
Pro jaké B € R plati vyrok
x* — ¥ e bd(U, ;5(x)) ?

Ulohu reste na Hilbertové prostoru se standardnim skalarnim soucinem (f|g) = fol f(x)g(x) dx.
® (6 bodw
Necht je dana funkce

2y*(x=3)?

f(xy)={«/m‘x”y”---(x’y#(&()),

4 ... (x,y)=(3,0),

Naleznéte vSechny primky, vzhledem k nimz je tato funkce spojita v bodé (3,0). Dale
vypoéitejte 2£(3,0) pro §= (2, 1).
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@ (7 bodry

V zavislosti na hodnoté parametru « rozhodnéte o typu kvadriky
—4xy + 6xz7 — 10x + 5y* —4yz + 18y + 2 — 12z = a.

@ (9 bodwy

Reste Cauchyovu ulohu pro diferencialni rovnici

" 2 ’ 4 _
Y-y +Fy_0’

yh=-1, ydH=-1, y' 1) =1.

® (5 body

Naleznéte c¢isla a, b € R tak, aby funkce g(x) = ax+ b byla v prehilbertove prostoru C({(-1,2))
kolma k funkci 4(x) = —x a méla normu rovnou deviti. Skalarni soucin je zaveden pred-

pisem
2

() = f 00 d

@ 9 bodw)

Vysetrete stejnomérnou konvergenci rady

i Vmx - (Bm — 1)
£ 3m(12m? + x2) m!

na mnoziné A = (0, +0).

® (5 bodw)

Naleznéte mnozinu, vzhledem k niz je funkce

oy = | ¥+ 2% i Pro (1)) # (0,0,
’ 3 pro (x,y) = (0,0),

v bodé (0,0) spojita.

@ (5 bodt1) — Tuto ulohu reste na zadni strané tohoto zadani!
Jsou v metrickém prostoru R? s metrikou

0(Z,¥) = Slzi = yil + 2lz2 — y2

mnoziny U;,(0,0) a U,0(4,0) oddélené nebo ne? Obé mnoziny nacrtnéte do obrazku na

zadni strané zadani a své tvrzeni podrobné vysvétlete!
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@ 6 body

Naleznéte a € R tak, aby v Hilbertové prostoru [1, x, x%, ..., x’]; se skalarnim souc¢inem

1
(flg) = fo x* f(x)g(x) dx

sviraly funkce x a x* uhel 30°.

@ (9 bodn)
Naleznéte formalni feSeni diferencialni rovnice
;Y ytx
2y == —
Y X 2y+x

vyhovujici podmince y(2) = 0. Detailné diskutujte, co vypoctené formalni reSeni predsta-
vuje a peclivé ho nacrtnéte (vcetné jeho priiseciku se souradnymi osami).

© 5 bodw)

Funkce
3(y+2)%x*

=ovss Pro (x,y) # (0,-2),
JfQx,y) = O+ +5x
{ 3 pro (xy) =(0,-2),
je spojita v bodé (0, —-2) vzhledem Kk jistym mnozinam M,z = {(x,y) € R? : y = ax*+p}. Najdéte
vSechna takova «,f € R.

O 4 body)
Vykreslete (co nejpresnéji) okoli bodu (1,3) o poloméru 4 v Hilbertové prostoru R?, kde je
skalarni soucin zadan matici

40

[0:6)

® (8 bodt)
Ukazte, ze Weierstrassovym kritériem nelze rozhodnout o stejnomérné konvergenci funk-
cionalni rady

00 o
;(_1) (n + x)?

na mnoziné M = (0, ). Pro finalni rozhodnuti o typu konvergence uzijte Abelovo krité-
rium. Pozor: Aplikace jiného kritéria se povazuje za nesplnéni zadani!

® (8 bodn)

Ve fundamentalnim systému diferencialni rovnice
xy” +2y —4xy = 32xe>

lezi funkce % Vyreste tuto rovnici.



